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Ozet

Ugak ve helikopter pervaneleri, kompresérler, turbomakinalar gibi onemli uygulamalara sahip ol-
malarit nedeniyle rotor-pala sistemlerinin dinamigi, ozellikle de titresimleri onemli bir arastirma
konusudur. Anilan uygulama alanlarinda prototip gelistirme ve test maliyetlerinin yiiksek, hizmete
alinma sonrasinda ortaya ¢ikan hasarlarin sonucunun ise genellikle gercek bir felaket olmast
nedeniyle bu sistemlerin ¢alisma kosullarinda sahip olacaklar: titresim karakteristiklerinin daha
tasarim asamasindayken gergege uygun olarak éngériilebilmesi biiyiik 6nem tasir. Bu ¢alismada,
her kademesinde birden ¢ok ozdes pala tasiyan, tek ve ¢ok kademeli rotor-pala (mil-disk-pala) sis-
temleri ele alinmis ve mil burulma titresimleriyle, palalarin dénme diizlemi icerisindeki egilme tit-
resimlerinin baglasikligina iligkin bir inceleme gerceklestirilmistir. Bu yapilirken, Euler—Bernouilli
kirisi olarak goz oniine alinan palalarin Galerkin yontemi ile, burulma elastikligine sahip milin ise
sonlu elemanlar yontemi ile modellendigi karma bir modelleme yontemi onerilmis ve uygulanmigtir.
Yontem, ele alinan sistemin nispeten diisiik serbestlik dereceli bir modelle basarili bir sekilde mo-
dellenmesini saglamis ve modele iliskin ozdeger problemi analitik olarak gelistirilerek, birbirinden
bagimsiz, ¢ok diistik boyutlu, “mil burulma—pala egilme baglasik modlart” ve “rijid mil modlart™
adi verilen ve iki farkli mod sekli sinifina karsilik gelen alt problemlere ayrilmistir. Bu alt problem-
lerin incelenmesiyle baglasikligin, ele alinan sistemlerin dogal frekanslar ve titregsim bicimleri iize-
rindeki ciddi etkileri gésterilmis ve bazi sistem parametrelerinin titresim davranist tizerindeki etki-
leri ortaya konmugtur.

Anahtar Kelimeler: Rotor-pala sistemleri, turbomakinalar, baglasik titresimler.
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Coupled shaft-torsional and
blade-bending vibrations in
rotor-blade systems

Extended abstract

Vibrations of rotor—blade systems is an important
research topic due to very important applications
such as aeroplane and helicopter propellers, com-
pressors, fans, turbo—machines, etc. In those appli-
cation areas, accurate prediction of vibration char-
acteristics is crucial in the design stage because
prototyping and testing costs are exceptionally high
and failure is generally disastrous. As the vibratory
failures generally occur in the blades, most of the
researches are concentrated on the blade vibrations.
Bending and torsional vibrations of the shaft are
also treated in the literature as other important
sources of vibration failure. However, vibrations of
different elements are generally considered sepa-
rately, overlooking thus possible coupling effects,
though the few works considering the coupling,
pointed to serious interaction between shaft and
blade vibrations.

The aim of this study is to study the coupling effects
between shaft torsional and blade in—plane bending
vibrations in single and multi stage rotor—blade sys-
tems through an analytical approach. For this pur-
pose, an idealized model, that consists in a torsion-
ally elastic shaft carrying a number of rigid disks,
which in turn, carry a number of identical blades
modelled as cantilevered, uniform Euler—Bernouilli
beams is considered. The equations of this multi
body system is derived through a synthetical (ele-
ments of the system are considered first), multiframe
(the motion of each element is referred to the most
appropriate frame) and mixed (each element is mod-
elled by a different method) approach. Thus, the tor-
sionally elastic shaft is modelled by finite element
method to obtain a discrete model and the blades
are modelled by Galerkin’s method to obtain a simi-
lar model. The resulting equations of motion are lin-
ear in shaft’s torsional coordinates, nonlinear in
blades’ bending coordinates, and include both linear
and nonlinear coupling between them. A consistent
small vibrations assumption leads to a fully linear
model. Then, the resulting linearized equations are
brought together into a single hyper—matrix—vector
equation whose matrices have repetitive structures
owing to the identity of the blades on each stage.
The related eigenvalue analysis problem is devel-
oped analytically and splitted into two independent
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sub-problems corresponding to two kinds of possible
normal mode motions of the system. These are re-
ferred to as coupled shaft torsion—blade bending
modes and rigid shaft modes by the authors. The di-
mensions of the sub—problems are independent of
the number of blades on each disk. This corresponds
to a considerable model reduction and enables sys-
tems with high number of blades to be examined
without difficulty.

In the coupled shaft torsion—blade bending modes
that exist in both single and multi blade systems, all
the blades of the same disk have the same mode
shape. The dimension of the related sub—problem
equals the model degree of freedom of the shaft plus
that of one blade per stage. In these modes, eigen-
value loci veering phenomena occur and this makes
the coupling to have a strong effect on the vibration
characteristics of the system at certain combinations
of the design parameters.

In the rigid shaft modes that are peculiar to multi—
blade systems, the shaft behaves like a rigid body
and the blades of all the disks except one are at rest.
The blades of the remaining disk have similar mode
shapes but their total effect on the disk vanishes. The
number of these sub-problems equals the number of
stages of the system and the dimension of each sub—
problem equals the model degree of freedom of one
blade of the related disk.

In this study, a single stage rotor—blade system,
which consists of a torsionally elastic shaft carrying
a bladed rigid disk attached at its right end, is first
considered. The variation of the natural frequencies
with certain dimensionless system parameters, such
as shaft rotation speed, disk radius, is examined.
Then, a rotor—blade system with three identical and
equally spaced stages is considered and the varia-
tion of the natural frequencies with the dimen-
sionless rotation speed is studied. In these studies,
uncoupled analysis results are also given along with
the coupled ones and it is shown that eigenvalue loci
veering phenomena occur between shaft torsion and
blade in—plane bending modes. This makes it neces-
sary the coupling to be considered in the eigenana-
lysis whenever accuracy is required in the calcula-
tions.

Keywords: Rotor-blade systems, turbomachinery,
coupled vibrations.
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Giris

Glinlimiizde, iiretimden ulasima kadar hemen
her alanda karsimiza ¢ikmalar1 ve turbomakina-
lar, kompresorler, fanlar, ucak ve helikopter
pervaneleri gibi ¢ok 6nemli uygulama alanlarina
sahip olmalar1 nedeni ile rotor-pala sistemlerinin
dinamigi, 6zel olarak da titresimleri 6nemli bir
arastirma konusudur.

Makinalarin tasarimindaki genel egilime paralel
olarak, bu makinalarin da daha biyiik
gii¢/agirlik oranina sahip olmalari, dolayisiyla
daha hizli ve daha hafif olmalar1 egiliminin her
gecen giin artmasi, daha narin hale gelen bu
makinalarda titresim nedeniyle ortaya ¢ikan
problemlerin de artmasina sebep olmakta ve bu
da, gerek verimlilik gerekse calisma Omrii agi-
sindan, titresim karakteristiklerinin, yani sistem
dogal frekanslarinin ve titresim bigimlerinin 6n-
ceden dogru olarak kestirilebilmesini gerekli
kilmaktadir.

Rotor-pala sistemlerinde, palalarda karsilasilan
titresim problemlerinin ayrintili olarak ele
alindig1 bir ¢aligma Srinivasan (1997) tarafindan
ortaya konulmustur. Bu ¢aligmada, bu titresim
problemlerinin kuramsal ve pratik yonlerine ve
gelecekteki  arastirmalara yon  verebilecek
sorunlara iliskin bir derleme ile bu konudaki
calismalarin bir listesi verilmistir.

Rotor-pala sistemlerinde titresim problemleri
incelenirken, genellikle sistemi olusturan ele-
manlarin titresimleri birbirlerinden bagimsiz
olarak ele alinir ve hangi elemanin titresimleriy-
le ilgileniliyorsa, onun disindaki elemanlar rijid
kabul edilir. Ornegin, mil, disk ve palalardan
olusan ve disklerin, mil ve palalar yaninda rijid
kabul edilebilecegi bir sistemde, pala titresimle-
ri incelenirken mil, mil titresimleri incelenirken
de palalar rijid kabul edilir. Oysa mil egilme tit-
resimlerinin  donme diizlemi disindaki pala
egilme titresimleriyle, mil burulma titresimleri-
nin ise donme diizlemi icindeki pala egilme tit-
resimleriyle baglasacagi bilinmektir. Bu bagla-
siklik etkilerini dikkate alan az sayida ¢alisma-
dan da baglasikligin, sistemin titresim davranisi
tizerinde ciddi etkileri olacagi anlagilmakta ve
bu da, rotor-pala sistemlerinin titresim karakte-
ristiklerinin dogru olarak ongoriilebilmesi igin
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bu baglasiklik etkilerinin mutlaka goéz Oniine
alinmasi gerektigini gostermektedir.

Gergekten de, mil egilme titresimlerini (rotor
dinamigi problemi) ele alan bir grup ¢alismada
Loewy ve Khader (1984), Crawley ve digerleri
(1986) ve Chun ve Lee (1996) baglasikligin bel-
li sistem frekanslar1 (kritik hizlar) iizerinde
onemli etkisi bulunacagi sonucuna varmislardir.

Okabe ve digerleri (1991), mili sonlu elemanlar
yontemiyle, palalar1 basit birer tek serbestlik
dereceli sistem olarak modelledikleri ¢aligmala-
rinda, bir enerji iiretim tesisindeki tiirbin-
jeneratdr grubunda mil burulma-pala egilme
baglasik titresimlerini incelemisler ve baglasik
modelin, gercek sistemin kimi dogal frekansla-
rin1 dogru olarak dngdrdiigiinii rapor etmislerdir.

Ewins (1973), disk-pala sistemlerinin titresim
karakteristiklerini inceledigi ¢alismasinda, biitii-
niinii stirekli ortam olarak modelledigi, farkli
sayida palalar tasiyan disk-pala sistemleri ele
alarak, bazi sistem parametrelerinin, Ozdes
olmayan palalarin ve palalar1 birbirine baglayan
kusaklarin sistemin titresim karakteristiklerine
etkisini incelemis ve bu tiir sistemlerin
zorlanmis titresim cevabina da deginerek, teorik
ve deneysel sonuglari karsilagtirmali olarak
vermistir.

Tsai (2004), bir disk—pala sistemi ele almis ve
sonlu elemanlar yontemi yardimiyla dnce tek bir
palanin ve ele aldig1 disk-pala sisteminde biitiin
palalarin tek bir kusakla birbirlerine bagh
olmasi halinde sistemin biitiinliniin, titresim
davranigina iliskin sonuglarini deneysel sonug-
larla karsilastirmal1 olarak vermistir.

Bladh ve digerleri (2002), endiistriyel bir turbo-
makinanin bir kademesine ait, birbirleriyle
0zdes olmayan palalar igeren bir disk-pala
sistemini, bir model indirgeme teknigi
kullanarak, sonlu elemanlar yontemi ile model-
lemisler ve nispeten diisiik serbestlik dereceli
bir model iizerinden, sistemin serbest ve
zorlanmig titresim davranisina iliskin  bir
inceleme gerceklestirerek pala titresimleri
arasindaki  baglagiklik  etkilerine  dikkat
cekmislerdir.
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Chatalet ve digerleri (2005), sonlu elemanlar
yontemine dayali iki model indirgeme teknigi
onerip kullanarak cok kademeli bir mil-disk-
pala sisteminin titresim davranisina iligkin bir
inceleme gercgeklestirmiglerdir.

Benzer sekilde, Huang ve Ho (1996), bir mil-
disk-pala sisteminde mil burulma-pala egilme
baglasik titresimlerini, palalar1 birer Euler-
Bernouilli kirisi olarak ele alan lineer bir model
yardimiyla inceleyerek yaklasik bir 6zdeger
analizi problemi ¢6zmiis ve baglasikligin pala
titresimlerinde kararlilik yitimine neden olacagi
carpict, fakat hatali sonucuna varmiglardir.

Bu c¢alismada ise, tek ve ¢ok kademeli rotor-
pala sistemlerinde mil burulma-pala egilme
titresimlerinin baglasikligina iligkin bir incele-
me, lineer, analitik bir model iizerinden gercek-
lestirilmis ve baglasikliin bu tiir sistemlerin
titresim  karakteristikleri tlizerindeki etkileri
irdelenmistir.

Matematik model
Yogunlugu pg, kayma modili G, kesit
eylemsizlik momenti I, ve uzunlugu £y olan

burulma esnekligine sahip bir mil ve bu milin
tagidig1 r adet rijid diskten olusan (r kademeli)
rotor-pala sistemi Sekil 1°deki gibi gbz Oniine
almsin ve vyarigapt R;, kiitlesel eylemsizlik
momenti J; olan i. rijid diskin, yogunlugu p;,
egilme rijidligi (EI);, kesit alan1 A;, ve uzunlugu
¢; olan k; adet 6zdes pala tasidig1 varsayilsin.

Ug tiir elemandan olusan (burulma mili, rijid
disk ve palalar) bu bilesik sistemin
modellenmesinde sentetik, cok eksen takimli ve
karma bir yonteme basvurulsun. Bu amagla,
elemanlar ayr1 ayri ele alinsin ve her birinin
hareketi, farkli bir yontem kullanilarak, en
uygun eksen takiminda incelensin.

Bu c¢ercevede ilk olarak, tasidigi disklerin T;
tepki momentlerinin etkisinde bulunan burulma
mili ele alinsin. Milin sol ucuna bagl, mil ile
birlikte Q) sabit acisal hiz1 ile donen O';XYZ
eksen takiminda burulma hareketleri incelen-
mek istenir, modellemede sonlu elemanlar yon-
temine basvurulur ve milin, n adet, esit
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uzunluklu, 3 digliim noktal (ikisi ug, biri orta
noktasinda) ve 2. dereceden sekil fonksiyonuna
sahip sonlu elemanlardan olustugu diisiiniiltirse,

T

Zesi T

i=1

2 GI
d_20+_p.K-9:
dt Lo

polplo-M- (1)

yazilabilir. Denklem 1°de, 0=1{0,,0,,....6,,} ,
2n boyutlu diiglim koordinatlar1 vektorii, e is
e3 ={0,0,1,0,...,0}" 6rmeginde oldugu gibi, j. 2n
boyutlu birim vektor, s;, i. diskin baglandig1
e GI o
digiim noktasi ve pyI,¢o-M ve T”-K, milin
-0
bagli-serbest sinir kosullarma karsilik gelen,
2nx2n boyutlu global kiitle ve katilik matrisleridir.

Ikinci olarak, iizerinde k; adet pala tastyan i.
rijid disk ele alinsin. Milin —T; tepki momentiyle
palalarin —Fjj ve —Mjj; 7=1,2,... ki tepki kuvvet
ve momentlerinin etkisi altindaki i. rijid diskin
hareket denklemi, diskin, mile ait s;-inci digiim
noktasi ile birlikte hareket edecegine dikkat
ederek, O'; XYZ eksen takiminda

(2)

k.
T d* '
T ey, -%) =-T —le(Ri “Fj +Mj;
J:

seklinde yazilabilir. Son olarak, i. rijid diske
bagl j. palanin, bu diskle birlikte hareket eden
O;xijyijzij eksen takimindaki hareketi géz oniine
alinsin. Bu palanin donme diizlemi igerisindeki
enine titresimlerinin hareketine ait boyutsuzlas-
tinlmis ve kiiclik titresimler kabulii altinda
lineerlestirilmis diferansiyel denkleminin

o2 2 1 NI
Vij + ;] -VijV—B {[ai(l—uij)sz(l—uij) Vij

(3)
Al T ..
— (o +uij)Vij +Vij }+ (o +uij)-esi -0=0
oldugu gosterilebilir. Burada,
oMo Yo R
ul_]_f_i’vl_]_f_i’al ‘; , T=0pt,
4
Qg o *_ [ (B @
Bp=—.ni=—, 0 2
o] o] PiAjl;
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(b)

Sekil 1. Cok kademeli rotor-pala sistemi a) genel goriiniim, b) elemanlar

olup, noktalar t’ya, iisler, u;; ’ye gorevi tiirevleri

gostermektedir. Ayrica, hareketin incelendigi
eksen takimi se¢iminin bir sonucu olarak sinir
sartlari,

v(0,7)=0, v'(0,7)=0, v'(1,71)=0, v"(1,71)=0(5)

seklinde konsol kirig sinir sartlaridir. (3) ve (5)
ile tanimli smir deger probleminin yerine
Galerkin yontemi yardimu ile, onu belli bir yak-
lagiklikla temsil edecek, sonlu sayida denklem-
den olusan bir adi diferansiyel denklem takimi
konulabilir. Bu amagla gj;(7) lar bilinmeyen

agirlik fonksiyonlari,
@p (ujj) = cosh Ayujj —cos Apujj —kyp -
cosh A, +cos Ay

_ _ (6)
(inh 2 pu —sin 2 pu )iy = sinh A i Ap

fonksiyonlart ise (5) sinur sartlarini saglayan ha-
reketsiz kirisin 6z fonksiyonlar1 olmak iizere
(3,5) sinir deger probleminin ¢oziimii,

Vi (Wi, 0 = D giip (V- @p () (7)

p=1
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sonlu serisi ile yaklasik olarak temsil edilebilir.
(6) ifadesinde yer alan A,’ler, (5) sinir sartlarina
sahip hareketsiz kirisin boyutsuz 6z frekanslari-
dir. (7) ¢6ziimii (3)’de yerine konulup Galerkin
yonteminin bilinen islemleri uygulanirsa matris-
vektor formunda

éij(T)+[niz A -2 (o 'A+B+I)]'gij(T)
+(a; -c+d)-el -6(1)=0

§i

(8)

denklemi elde edilir. Burada A, elemanlar:
A, =i, olan mxm kosegen matris; I, mxm
birim matris; g;;(t), i. rijid diske bagli j. palaya
ait m boyutlu Galerkin koordinatlar1 vektorii; A,
B, ¢, ve d ise elemanlar1

1
A :J.[(l_u)(P; _(P'r]'(Ps ~du,
0

”

T

1
Brs =J.[%(1_112)(P —U(P'r]%ps -du, )]
0

1 1
Cy :J.(pr -du,d; =Iu@r -du
0 0
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seklinde tanimli mxm ve mxl boyutlu
matrislerdir. Bu formiilasyon 1s1ginda i. disk

tarafindan j. palaya uygulanan F; kesme
kuvvetleri ve Mj; egilme momentleri,
( ) (EI) 6 Vl](“l] T)
8u u;=0
_ (El (EI);
- 2 e glj (T) (10)
(EI) 0° Vq(“u ,T)
Ml] (T) i 8u

uij:O

=-2 % ngij (7)

olarak hesaplanir. Burada, e ve f, elemanlar

ep = ka% , fp = Xp seklinde tanimli m boyutlu

vektorlerdir ve kp, Denklem 6’da tanimlanmustir.

Parcalarin hareket denklemleri bu sekilde elde
edildikten sonra sira  biitiinlin  hareket
denkleminin sentezlenmesine gelmistir. Bunun
i¢in, dnce F; ve M;; Denklem 10°dan alimp
Denklem 2’de, sonra da T; Denklem 2’den
alimip Denklem 1°’de yerine konulur, ayrica t
zamanina gecilip boyutsuzlastirma yapilirsa

£M+Zy1 eg.e

] (1) + u>K -0(1)
i=1

r k; (12)
- Z 28mi2esi (oci el +fT)-{Z gij(r)} =0
i=1

i=1

ifadesine ulasilir. Burada,

_ 4
Vi = oLty (13)
AZ3 ,Ll * _ G
PoI Polplo? 2ol

boyutsuz parametreleri kullanilmistir. Denklem

8 ve Denklem 12°nin 2n +m.[ikiJ boyutlu tek
i=1

bir hiper-matris/vektér denklemi halinde bir

araya getirilmesiyle sistemin hareket denklemi

My, 0 0 0 |(6
Ml() I 0 0 gl
Mzo 0 | 0 g2
My 0 0 - T g (14)
KOO 5@01 6ZKOZ 8rKOr 0 0
0 Kll 0 0 21 0
+H 0 0 Ky - 0 [grr=40
0 0 0 K, |lg) (0

seklinde elde edilir. Burada g;, 1. diske bagl k;
adet palanin m boyutlu Galerkin koordinatlari
vektoriinden olusmus kim boyutlu bir hiper
vektor, Mjy ve Ko, ki (veya kj) adet 6zdes
ki adet

0zdes kosegen blok iceren blok-kdsegen bir
hiper-matris olup genel goriiniimleri

matristen olusan hiper-matrisler, K;;,

T T T = T T T
gi:{gil gr - giki}r’ MiOZ[MiO My - MiO]o
Ki 0 - 01(15)
0 K; - 0
[KOj Ky; KOj]’K STV
0 0 - K

seklindedir. Burada, 2nx2n boyutlu my,ve Kqq,
mxm boyutlu K;;, mx2n boyutlu M;, ve 2nxm
boyutlu K; matrisleri ise

T
Moo =M+ ;e
i-1

KOO :HZKaKo_] :—Zesj nz (a] _eT +fT),

T T
eSi,MiO:(ai-c+d)-eSi,

(16)

J
Kii =n; -A*-p*-(a;-A+B+1I)

seklinde tanimlidir. Denklem 14, Sekil 1’de
gorillen c¢ok kademeli rotor-pala sisteminin
serbest titresimleri i¢in lineer, yaklasik ve
ayriklastirilmis bir model olusturmaktadir.

Ozdeger analizi

G {G115G125 -G }

0(1)=0 ¢, g;(1) = G; -

olmak lzere

seklindeki ¢Ozliim
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kabulleri Denklem 14’te yerlerine konulup,
parcal1 matrislerde ters alma ve ¢arpma kurallar
dikkate alinarak gerekli islemler yapilirsa

Aog-GZI B 51'%01 52'%02
Go K11+51'P11'021 5Dy
G 8- Dy Ky +8, - Dy~
Co 8Dy 5-Da a7
8 By o) [0
6r'iDJr a1 0
8r'iDZr a2 =0
Krr+5r-.’Drr-021 G| [0

0zdeger analizi problemine gelinir. Burada tist
cizgili matrisler, yerine gore k; veya kixk; adet
0zdes bloktan olusan

Boj = [Bo; Boj - Byl .
Cio D Dj D; (18)
10 — . j=| : . :
Cio D;j Dy D;
goriinlimiine sahip hiper-matrislerdir ve
- -1
Ago =MoKgo,Bgj =MoKy;, (19)

Cio =—MjpA o, Djj =—M;(By;

tamimlar1 gecerlidir. Icerdigi matrislerin tekrarl
yapida olusundan yararlanilarak Denklem
17°deki 6zdeger analizi problemi analitik olarak
gelistirilebilir (Bulut, 2008; Turhan ve Bulut,
2005, 2006) ve su sonuca varilir:

piAL;
polplo”
diskin tasidig1 palalarin toplam eylemsizliginin
boyutsuz bir 6l¢iisiinii olusturmak {izere

Karakteristik denklem, A; =k;8; =k;

Ago  ABo ABp AxBor
Co AD+Kp AoDp ApDy

det | Gy ADy MDDy +Kop -+ ApDyy ~A (20)
Go  ADy oDy ADy Ky

Pk
i=1
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seklinde 1iki carpana ayrilarak yazilabilir.
Buradan, incelenen sistemin 0zdeger analizi
probleminin iki alt probleme ayrisacagi
anlasilmaktadir. Denklem 20’de ilk ¢arpan,
baglasik titresimlere karsilik gelen alt problem,
ikinci carpan ise, bagsiz titresimlere karsilik
gelen alt problemlerdir Iki farkli mod sekli
sinifina  karsilhik gelen bu alt problemler,
sirastyla, “mil burulma-pala egilme baglasik
modlart alt problemi” ve “rijid mil modlar1 alt
problemleri” olarak adlandirilmislardir.

Mil burulma-pala egilme baglagik modlari,
baglasiklik etkilerinin goriildiigli modlar olup,
bu modlarda, her kademedeki palalar kendi
aralarinda 6zdes olarak davranir, yani, ayn1 mod
bigimine sahiptir. Rijid mil modlar ise, milin
bir rijid cisim gibi davrandigi modlardir. Milde-
ki burulma esnekligi dikkate alinmaksizin yapi-
lacak bir pala titresim analizinde bulunacak so-
nuca karsilik gelmektedirler ve bir kademesinde
birden fazla pala tasiyan sistemlere 6zgidiirler.
i. kademeye karsilik gelen rijid mil modunda, o
kademedeki palalar ayn1 mod bigimiyle ancak,
bagli olduklar1 disk tizerindeki toplam etkileri
sifir olacak sekilde titresirken, diger kademeler-
deki palalar hareketsiz kalir.

Sayisal uygulamalar

Bu béliimiinde, tek ve ¢ok kademeli rotor-pala
sistemleri i¢in uygulama sonuglarina yer
verilmistir. Hesaplar, bu amagla gelistirilmis bir
FORTRAN programi yardimryla
gerceklestirilmis ve palalarin modellenmesinde
m=10 Galerkin terimi, milin modellenmesinde
n=10(r+1) sonlu eleman kullanilmigtir. Mil
burulma ve pala egilme titresimleri arasindaki
baglasikligin  hesap  sonuglar1  {izerindeki
etkilerini gérebilmek i¢in, sonuglar, bu baglasik-
ligin hesaba katilmamasi durumunda bulunacak
sonuglarla karsilagtirmali olarak verilmistir. Bu
amagcla, palalart rijid kabul ederek mil burulma
titresimlerini incelemeye yonelik

T
[M+ Fiegel -0+p7K-0=0 21)
i=1 '

problemi ile, mili rijid kabul ederek pala
titresimlerini incelemeye yonelik
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gl] +[T‘|12A4 —Bz(aiA+B+I)] g1J =0 ;i=1,2,. N g (22)

problemi ele alinmigtir. Denklem 21°de 7¥;, ta-
styici disk ve palalarin

— fi
Ji =i +kipiAi il £ + (1 +7)2]

54 (23)

olarak ifade edilmis donme eylemsizlikleri top-
laminin

_ J: 2
Vi =——=vi +A G +al +op)
Lo 3 1

24
ool (24)

seklindeki boyutsuz kargiligidir.

[lk olarak, iizerinde birden fazla pala tasiyan tek
bir rijid disk ve bu diski sag ucunda tasiyan
burulma milinden ibaret, tek kademeli bir rotor-
pala sistemi ele alinmigtir. Bu durumda, r=1 ve
diskin mile baglandig1 diigiim noktas1 s=2n dir.
Tek kademeli bir sistem g6z Oniine alindigindan
dolayi, i. diski tanimlayan i indisi hesaplardan
diisiiriilecektir. Ayrica, yapilacak inceleme pala
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sayisi k’dan bagimsiz oldugundan, pala

sayisinin verilmesine gerek yoktur.

Sekil 2°de, a=0.5, y=0.5, A=5, u=5 seklinde ta-
nimlt bir rotor-pala sisteminde Ozfrekanslarin
boyutsuz hiz  ile degisimine iliskin sonuglar
verilmistir.

Sekil 2a’da, baglasikligi dikkate almayan (21)
ve (22) denklemlerinden hesaplanan bagsiz fre-
kanslar goriilmektedir. Burada, yatay hatlar
donme hizindan etkilenmeyen mil burulma fre-
kanslarina, 8 arttikca ylikselen egriler ise mer-
kezka¢ kuvvet etkisi ile sertlesen palalarin fre-
kanslarina karsilik gelmektedir.

Sekil 2b’de, Denklem 20’den hesaplanan, ¢ok
palali modele ait biitiin frekanslar goriilmekte-
dir. Sekil 2a ve 2b’nin karsilastirllmasindan su
sonuglara varilir: i) Ozellikle diisiik frekanslarda
olmak {izere, bagsiz haldeki frekanslarin geo-
metrik yerlerinin kesigsme noktalar1 civarinda
baglasik modlara iliskin 6zfrekanslar ¢ok ciddi
geometrik yer sapmasina (loci-veering) ugra-
maktadir. Bu kesisme noktalarindan uzaklastikc¢a

A A

140

120

100

®) B

Sekil 2. Ozfrekanslarin mil boyutsuz donme hizi Bile degisimi
(a=0.5, y=0.5, A=5, u=5; a, bagsiz; b, baglasik)
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baglagikligin  6zfrekanslar {iizerindeki etkisi
azalmaktadir. i1) Bagsiz haldeki pala frakanslari,
baglasik halde de varliklarini siirdiirmektedir.
Rijid mil modlari’na ait olan bu o6zdegerler,
Denklem 20’den anlasildig: gibi, k-1 kathidir.

Burada, bu calismanin Sekil 2b’de yansitilan
sonuclartyla, Huang ve Ho (1996)’nun benzer
bir sistem iizerindeki c¢aligmalarindan elde edi-
len sonuglar arasinda ciddi farklar bulundugu-
nun belirtilmesi yerinde olur. Ornegin, Huang
ve Ho (1996)’nun, donen palalarin belli para-
metre bilesimlerinde kararlilik yitimine ugraya-
cag kritik belirlemesi, bu ¢alismanin ne sayisal
ne de kuramsal sonuglarinca dogrulanmustir.

Sekil 3’te, =10, y=0.5, A=5, u=5 seklinde ta-
niml1 bir sistemde boyutsuz disk yaricapt o’nin
etkisinin incelendigi  sonuglar  verilmistir.
Denklem 21 ve 22’den hesaplanan bagsiz
frekanslar Sekil 3a’da gosterilmistir. Burada
yiikselen egriler palalarin egilme frekanslarini,
yatay gidisli egriler ise mil frekanslarin
gostermektedir. Denklem 20°den elde edilen
cok palal1 bir sisteme ait biitiin frekanslar Sekil
3b’de gosterilmistir. Bu sekillerde palalarin,
donme merkezinin disina bakmasi (o>0) haline
ve merkezka¢ kuvvetin basi etkisine maruz
kalacak bicimde donme merkezine bakmasi
(a<0) haline karsilik gelen sonuglar bir arada
goriilmektedir.

Bu sekillerin incelenmesinden su sonuglara
varilir: 1) a’nin biiytimesiyle birlikte merkezkag
kuvvet etkisi palalarin sertlesmesine, bu da pala
egilme modlarma ait frekanslarin artmasina
neden olmaktadir. Bunun yaninda Sekil 3b’de,
bagsiz  frekanslarin  birbirleriyle  kesisme
noktalar1 civarinda, c¢ok giicli baglasiklik
etkilerinin ortaya c¢iktigt ve frekanslarin
geometrik yer sapmasma maruz kaldig
goriilmektedir. ii) a<0 parametre bolgesinde
merkezkag kuvvetin  bas1 etkisi devreye
girdiginden, pala frekanslar1 diismekte ve belli
bir a degerinde sifirlanmakta, yani, statik
kararlilik yitimi (burkulma) ortaya ¢ikmaktadir.
Bu problem, ilk olarak Mostaghel ve
Tadjbakhsh (1973) tarafindan ortaya konmus ve
daha sonra bir¢cok arastirmaci tarafindan ele
alinmistir. Bunun yaninda, Sekil 3b’den, bagsiz
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ve baglasik pala frekanslarinin ayn1 noktada si-
firlandig1 yani baglasikligin burkulma kosulla-
rinda bir degisiklige neden olmadigi goriilmek-
tedir.

Sekil 4’te, birbirleriyle 6zdes kademelere sahip,
‘o

r+1
uzakligma yerlestirildigi, u=5, o;=0.5, =0.5,
Ai=5, i =1; 1=1,2,...,r seklinde tanimli ¢ok ka-
demeli bir rotor-pala sistemi ele alinmis ve =3
icin Ozfrekanslarin boyutsuz donme hizi f ile
degisimine iliskin sonuglar verilmistir. Sekil 4a,
Denklem 21 ve 22°den hesaplanmis bagsiz fre-
kanslar1 gostermektedir. Yatay hatlar boyutsuz
donme hizi B’dan etkilenmeyen mil burulma
frekanslaridir. Disk ve palalarin eylemsizligin-
den dolay1 milin disklerle olan baglant1 noktala-
11, yiksek frekanslarda hareketsiz kalma egili-
mine gireceginden, yiiksek modlarda milin, her
birinin boyu ({¢/(r+1) olan, ocq=q(r+1)un;
g=1,2,... frekanslarina sahip r adet bagli-bagh
ve o4=(q-0.5)(r+1)un; q=1,2,... frekanslarina
sahip bir adet bagli-serbest burulma ¢ubugundan
ibretmis gibi davranmasi beklenir. Nitekim Sek.
4a’daki mil burulma frekanslarinin bu beklenti-
ye uydugu goriilmektedir.

her bir kademenin milin sol ucundan a; i

Sekil 4b ise, Denklem 20’den hesaplanmis bag-
lagik analiz sonuglarim1 gostermektedir. Bu se-
kille ilgili olarak su belirlemeler yapilabilir: )
Baglasik frekanslarla bir arada goriilen bagsiz
pala frekanslari, ¢ok palali (k#1) ve r adet 6zdes
i kademeden olusan bu sistemde r(k—1) katlidir.
i1) Her kademeden yalnizca bir pala egilme fre-
kans1 mil burulma frekanslariyla baglasmakta ve
r adet frekans ilgili bagsiz egilme frekansi yaki-
ninda toplanarak ona paralel ilerlemektedir. iii)
baglasikligin etkisiyle mil burulma ve pala egi-
me frekanslar i¢ ice gegmekte ve frekanslarin
geometrik yerlerinde ciddi sapmalar ortaya ¢ik-
maktadir. Sonug olarak, baglasik analiz sonugla-
riyla bagsiz analiz sonuglari arasinda ¢ok ciddi
farklar bulunmaktadir.

Sonuclar

Bu c¢alismada, tek ve ¢ok kademeli rotor-pala
sistemlerinde, mil burulma ve pala egilme bag-
lasik titresimleri incelenmistir. Matematiksel mo-
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Sekil 3. Ozfrekanslarin boyutsuz disk yaricapr « ile degisimi
(P=10, y=0.5, A=5, u=5;a, bagsiz; b, baglasik)
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Sekil 4. Ozfirekanslarin boyutsuz hiz file degisimi
(3 ozdes kademeli sistem, a, bagsiz, b, baglasik)
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delin olusturulmasinda sentetik, ¢cok eksen ta-
kimli ve karma bir yontem 6nerilip kullanilmis-
tir. Yontem, ele alinan sistemin nispeten diisiik
serbestlik dereceli bir modelle basarili bigimde
temsil edilmesini saglamis ve etkili olmustur.

Incelenen rotor-pala sistemlerinde palalarin bir-
biriyle 6zdes olusu, ilgili 6zdeger analizi prob-
leminin analitik olarak gelistirilerek, boyutunun
mevcut pala sayisindan bagimsiz hale getirilme-
sini saglamistir. Problem iki farkli mod sekli
simifina karsilik gelen ve rijid mil modlart alt
problemi ile mil burulma-pala egilme baglasik
modlart alt problemi adi verilen iki alt probleme
ayrilmistir. Rijid mil modlari, milin bir rijid ci-
sim gibi davrandigi modlar olup, mildeki bu-
rulma esnekligi dikkate alinmaksizin yapilacak
bir pala titresim analizinden bulunacak sonuca
karsilik gelmektedirler. Mil ile pala titresimleri
arasindaki baglasiklik etkileri ise, asil, mil bu-
rulma-pala egilme baglagik modlarinda goriil-
mektedir. Bu modlarda mil burulma frekanslari
ile pala egilme frekanslar1 arasinda ciddi
Ozdeger geometrik yer sapmasi olaylar1 olus-
makta, bu da baglasiklig1 dikkate almadan yapi-
lacak hesap sonuclarindan Onemli sapmalara
neden olmaktadir. Bu nedenle, baglasiklik etki-
lerini dikkate almayan modellerle rotor-pala sis-
temlerinin titresim karakteristiklerinin hatasiz
olarak ongoriilebilmesinin olanaksiz oldugu; bu
tiir modeller yardimiyla bulunan sonuglara gii-
venilmemesi gerektigi sonucuna varilmigtir.
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