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Ug boyutlu Navier-Stokes denklemlerinin paralel, kapal say1sal
¢ozumu

Vildan USTOGLU UNAL’, Ulgen GULCAT
ITU U¢ak ve Uzay Bilimleri Fakiiltesi, Uzay Miihendisligi Boliimii, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

U¢ boyutlu ve zamana bagl Navier-Stokes denklemlerinin sayisal hassas ¢oziimii, analiz edilecek alanin
biiyiikliigii ve karmagsikligi s6z konusu oldugunda paralel hesap gereksinimini ortaya ¢ikartmaktadir. Bu
amaca uygun olarak, zamanda ve uzayda ikinci mertebeden hassas kapali sayisal bir ¢éziim teknigi bu
calisma ¢ergevesinde gelistirilmis ve uygulan yeni bir paralel ¢oziim teknigi ile sonuglar elde edilmistir.
Momentum denkleminin kapali sayisal ¢oziimii, zamana gore yapilan ayriklastirmada atilacak zaman adimi
biiyiikliigiine bir kisitlama getirmeden kosulsuz kararli bir sekilde yapilabilmekte ve basing alani Poisson
denkleminden elde edilmektedir. Coziim alani birbirleriyle bitisik ¢oziim bélgelerine ayrilmakta ve hem
momentum hem de basing denklemi, ayrr ayri, bu bélgelerde iteratif yontemlerle ¢oziilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Kapali yontem, paralel hesaplama, sikistirilamaz ii¢ boyutlu Navier-Stokes.

Parallel, implicit numerical solution of 3-D Navier-Stokes equations
Abstract

3-D Navier-Stokes equations are the fundamental tool for modelling the laminar and turbulent character of
the flow. The numerical solution of the equations to study large scale problems has gained considerable
attention in recent years. The size of the problem considered necessitates the utilization of parallel
computing. A second order accurate implicit scheme, both in time and space, is developed and implemented
for parallel solution of incompressible, unsteady 3-D Navier-Stokes equations. A modified version of the two
step fractional method is used in time discretization of the momentum equation which is implicitly solved for
the intermediate velocity field at each time step. A flow field is resolved with less number of points while
taking large time steps. The pressure at each time level is obtained via an auxiliary scalar potential which
satisfies the Poisson’s equation. The Domain Decomposition Technique is modified and implemented
separately for parallel solution of the momentum and pressure equations using non-overlapping matching
sub domains. Lid-driven flow in a cubic cavity with Reynolds number of 400 and 1000 is selected as a test
case to demonstrate the accuracy and the robustness of the method used. The solution domain is divided into
2, 4 and 6 sub domains. Time accurate solutions are obtained with time steps 5 times the step size of a stable
explicit method. Super-linear speed-up is achieved with the modified Domain Decomposition Technique.
Keywords: Domain Decomposition Technique, Incompressible 3-D Navier-Stokes, implicit method.

"Yazismalarin yapilacagi yazar: Vildan USTOGLU UNAL. vunal@yeditepe.edu.tr; Tel: (216) 578 06 93.

Bu makale, birinci yazar tarafindan iTU Ugak ve Uzay Bilimleri Fakiiltesi'nde tamamlanmis "Parallel solution of
unsteady, incompressible three-dimensional Navier-Stokes equations with a new implicit method" adli doktora tezinden
hazirlanmistir. Makale metni 07.01.2003 tarihinde dergiye ulasmis, 24.01.2003 tarihinde basim karar1 alimmistir.
Makale ile ilgili tartigmalar 31.07.2003 tarihine kadar dergiye gonderilmelidir.
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Giris

Gergek i¢ ve dis kompleks akiglarin hassas
olarak analiz edilebilmesi i¢in Navier—Stokes
denklemlerinin paralel hesap yardimiyla sayisal
¢Ozimii bu ¢alismanin konusunu
olusturmaktadir. Uygulanan zamanda ve uzayda
ikinci mertebeden hassas kapali sayisal ¢oziim
teknigi, az sayida nokta kullanarak ve zaman

adimi  biiyikliigline smir getirmeden, akis
alanim  kararli ve hassas bir sekilde
¢Ozebilmektedir.

Zamana bagli, viskoz ve sikistirilamaz akiglarin
analizi, akim alanlarinin sonlu elemanlar
yardimiyla ayriklastirilmasi temeline
dayandirilirken, zaman boyutundaki integrasyon
ise kesirli zaman adimlart  kullanilarak
yapilmaktadir (Giilgat ve Aslan 1997). Her
zaman adiminda momentum denkleminin kapali
sayisal ¢oziimii elde edilmekte ve yar1 zaman
adiminda elde edilen hiz alani kullanilarak
Poisson  denklemini  saglayan  yardimci
potansiyel fonksiyonu elde edilerek basing
alanina ulagilmaktadir.

Paralel ¢oziime uygun hale getirilen bu sema
akim alaninin boélgelere ayrilmasiyla her bolge
icin verilen bir zamanda her bir islemcide
birbirinden bagimsiz ¢oziimler elde edilmesi ve
gerekli  bilgilerin  bolge  arakesitlerinde
birbirlerine iletilmesi esasina dayanmaktadir.
Her zaman adiminda basing ve hiz, ayr ayri,
modifiye edilmis Bolgelere Ayirma (Domain
Decomposition) yontemi, (Glowinski ve Periaux
1982; Dinh v. dig., 1992; Glowinski v. dig.,
1995), ile ¢oziilmektedir. iki bolge arakesitinde
tahmini bir baslangi¢ kosulu ile baslatilan
cOzlimler iteratif bir yontemle elde edilmektedir.
Bu kriterler arakesitte bilinmeyenin siirekliligini
saglayacak sekilde saptanmaktadir. Coziimler,
sekiz isletimcinin bulundugu SGI Origin 3000
Unix igletim sisteminde, PVM (Parallel Virtual
Machine) yazilimi kullanilarak elde edilmistir.

Gelistirilen yontem; kapagi c¢ekilen kiip
bi¢imindeki oyuk icerisindeki akim probleminin
Reynolds sayis1 1000 alinarak ¢oziimii igin
denenmistir. Tki, dort ve alt1 bolgeli ¢oziimlerde
sirastyla  2x(13x13x25),  4x(7x13x25) ve

6x(5x13x25) hesap noktast kullanilmistir. 25
boyutsuz zaman adiminda sonuca ulasilmis ve
tiim hesap zamanina goére 3.12 hizlanma (speed-
up) ve CPU zamanma gore de, 5.69 hizlanma
elde edilmistir. 6x(55x28x10) hesap noktasi ile
de hassas ¢ozlimlere ulagilmistir. Gerek Re=400
gerekse Re=1000 icin elde edilen paralel
program sonuglari, referans ¢oziimlerle iyi bir
yaklasim gostermektedir.

Formulasyon
Navier-Stokes denklemleri
Zamana bagli sikistirilamaz viskoz bir akigkanin

hareketini  yoneten denklemler siireklilik
denklemi:
Vu=0 (1)

ve momentum (Navier-Stokes) denklemidir:

Du 1 2
— =-Vp+—V-u 2
Dt P Re @)

Denklemler vektor formda yazilmistir (buradan
itibaren, kalin olarak yazilmis semboller vektor
veya matris  biylkliikleri  gosterecektir).
Degiskenler herzaman oldugu gibi referans bir
hiz ve karakteristik bir uzunluk kullanilarak
boyutsuz formda ifade edilmistir. Re, Reynolds
sayisim1 ifade etmektedir, Re=Ul/nv, U
karakteristik hiz, / karakteristik uzunluk ve v
akigskanin kinematik viskozitesidir. Hiz vektorti,
basing ve zaman sirast ile u, p ve t ile
gosterilmistir.

FEM formiilasyonu
Denklem (2) nin zayif formdaki yazilist
asagidaki sekildedir,
ou
—Ndadt = -u.vu
o ot o G)

~V p+ L vZu).Ndadt
Re

burada N sekil fonksiyonudur. Yari zaman
adimi ile, At/2, Denklem (3) iin zaman
integrasyonu eski zaman adimi seviyesi n den
nt1/2 yart zaman adimi seviyesine kadar
hesaplanirsa, sonug su sekilde ifade edilir:
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J-(un+l/2 —lln)NdQ =A_t J‘(_uvun+l/2 _vpn
o 20 4)

1
+—v2u"2)Ndadt.
Re

Ara zaman adimini, Denklem (3) {in zaman
integrasyonunda, konvektiv ve viskoz terimleri
n+1/2 ve basing terimini n zaman adiminda
alarak asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

[(u* —u")Ndo = At [(-uVu" 2 _y p"
Q (5)

1
+—vZu""12)Ndao.
Re

Tam zaman adimi, Denklem (3) {in zaman
integrasyonu n den n+1 zaman adimina kadar
hesaplanmast ve basincin n ve n+l zaman
adimlarindaki degerlerinin ortalamas1 kullanilarak
yazilmasi ile elde edilir,

[ —uMNda = At [ (-uvu" 12
Q Q (6)

n+l

1 n_
L L2 P =P

)YNdQ.
Re 2

Denklem (6) dan, Denklem (5) in ¢ikartilmasi
ile Denklem (7) elde edilir:

,[ (ll n+l
Q

—u*)Nda = %t [=v(p™!- p™Nda.(7)
Q

Eger Denklem (7) nin diverjanst alinirsa,

asagidaki forma ulasilir;

[vu*Nda = —% [v2(p "= pM)Nda.  (8)
Q

Denklem (5) den Denklem (4) iin ¢ikartilmasi
ara zaman adimi1 hizin1 asagidaki sekilde verir:

u* — 2un+1/2 _un. (9)

Sayisal formiilasyon
Poisson  denklemini

fonksiyonu

saglayan
o=-at(p" "'~ p")

yardimci

potansiyel

ifadesi ile tanimlanarak, Denklem (4) asagidaki
sekilde ayriklastirilir:

(zlﬂmﬁjug“/z B, +p,C +2MuOL (10)
At Re At
burada a Kartezyen koordinatlarda x, y ve z, M
lumped eleman kiitle matrisi, D adveksiyon
matrisi, A katilik matrisi, C basing katsay1
matrisi, B sinir sartlarindan dogan matris ve E
sikistiritlamazliktan dolayr ortaya c¢ikan (D
matrisi i¢cinde yer alan) matristir. Denklem (10)
direkt ¢oziim teknigi ile yar1 zaman adim
hizlarinin elde edilmesini saglamaktadir.

Denklem (8) in ayriklastirilmasi Denklem (11)
de gorildiigi sekildedir:

1 1
“Ab=——
S Ad

Denklem (6) dan Denklem (5) i c¢ikarir ve
yardimci  potansiyel  fonksiyonu ¢  yi

yerlestirirsek:

Mu*! = 2Mul"2-Mu +2Ea<|) (12)

tam zaman adimindaki hiz denklemini buluruz.

Eleman yardimc1 potansiyel fonksiyonu ¢, :

e =

j N; 0;dQ,

e

Vol(Q )

seklindedir ve Q
fonksiyonlaridir.

akig bolgesi, N; sekil

Bir zaman adiminda ¢oziime ulagsmak igin
asagidaki basamaklar izlenmektedir:

1) n+1/2 zaman adiminda hiz alani, Denklem
(10) un Bolgelere Ayirma metodu ile
¢Oziilmesiyle bulunur,

i1) Yart zaman  adimindaki
kullanilarak, = Denklem (11)

hiz  alam
yardimei1
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potansiyel fonksiyonunu ¢ bulmak igin
Bolgelere Ayirma metodu ile ¢oziiliir,

iii) Elde edilen¢degeri ile, yeni zaman
adimindaki hiz alani, un+1, Denklem (12)
yoluyla elde edilir,

n+l

iv) Basing alam1 p~ ", eski zaman adamindaki

basing degeri p" ve ¢ (ii basamaginda elde
edilen) kulanilarak ¢oziiliir.

Yukaridaki basamaklar istenilen yakinsama
saglanincaya kadar tekrarlanir.

Paralel ¢oziim

Bolgelere Ayirma teknigi, (Dinh v. dig., 1992;
Glowinski v. dig., 1995; Aslan v. dig., 1999),
momentum denklemi (10) ve Poisson denklemi
(11) 1 verimli bir paralizasyonla ¢ézmek iizere
uygulanmigtir. Coziim bolgesi birbirine bitisik
alt bolgelere ayrilir (koleler) ve her bolge
islemcilere dagitilir, her kole kendisine ait
bolgede ¢oziim yapmak ve kendi arakesitlerinde
iteratif yontemle dogru gecis sartlarin1 bulmak
icin hesaplamalar yapmakla gorevlidir. Ana
islemci (bas), koleleri calistirmaya baslatmak,
paralel ¢Oziim esnasinda tiim arakesitler igin
gerekli katsayilar1 hesaplamak ve arakesit
iterasyonlarinin yakinsamasini kontrol etmekle
sorumludur. Daha 6nce uygulanilan (Giil¢at ve
Ustoglu Unal, 2000; Ustoglu Unal ve Giilgat
2001, Gilgat v. dig., 2000) paralel ¢ozim
tekniginde degisikler yapilmis ve elde edilen
son denklemler asagidaki ¢Oziim
basamaklarinda yeniden ifade edilmistir.

Her zaman adimi basinda, her bolgede, ilk
¢Ozlimler bir Onceki zaman adimi arakesit
iterasyonlar1 sonucu yakinsamis Neumann sarti
ile  beraber  yapilmakta ve  arakesit
iterasyonlarin1  baslatmadan  once  segilen
baslangic sarti, bir Onceki zaman adiminda
yakinsamis degerlere gore diizenlenmektedir:

Yar
(10)

Baslangig(initialization): zaman adimi
momentum  denklemi her bolgede,
arakesitlerde = Neumann  siir  sartlari

saglayacak sekilde direkt yontemle ¢oziiliir.

Ay; =f; Q; bolgesinde
Vi =g; 0€); sinirinda
% =(- l)i_lpk S i arakesitinde
al’li

k
g’ =aw" ~(y3-y1)S;
WO :go ve Hozuk
n+1/2
burada:X=ﬁ+D+i Ve Y| =qUg .
At Re

(bkz. Denklem (10)).

Yukaridaki denklemlerde, bolgeler Q;, bolge
sinirlar10€; ve arakesitler S; ile gosterilmekte,

1 ve j indisleri sirasiyla bolge numarasi ve
arakesit numarasini, 1 ve 2 rakamlar1 ise komsu
arakesitleri ifade etmektedir. Ust indis o her
zaman adimi baslangicinda arakesit
iterasyonlar1 baslamadan o©nce alinacak ilk

degeri ifade etmektedir. Ust indis k ise
yakinsamanin saglandigr arakesit iterasyon
seviyesini gostermektedir.

Sadece birinci zaman adiminda,

uk =0 ve aw! = Oalinr.

Birim problem: Arakesitlerde dogru gecis

sartlarin1 bulmak iizere iterasyon baglar, her
bolgede  birim  problem  ¢oziilir ve
optimizasyonla dogru Neumann sartlar1 elde
edilinceye kadar iterasyon devam eder,

Ax!' =0 Q; bolgesinde
X' =0 0Q;  smirinda
ox!! ,

Lo ity S;  smirinda

on;
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Optimizasyon (steepest descent): Bas islemci
kolelerin arakesitte buldugu degerlerin farkini
kullanarak optimum geg¢is sart1 bulmaya ¢alisir,
eger eski iterasyon degeri ile yenisi arasinda
bulunan fark, iterasyon kriterini saglamazsa,
yakinsamamig olan degerler tekrar kolelere
birim problemi yeniden ¢6zmek iizere
gonderilir. Eger yakinsama saglanirsa arakesit
iterasyonu biter ve sonuc¢landirma boliimiine
gegilir,

n n n n+1 n n n
aw =(x1—X2)Sj, g =g" - aw

n2 n+12
> ig"| ds >Ilg ds
n_ 5 WEELY
> [(aw™")w"ds > I(gn)zds
7S 7S
n+l _ _n+l n n+tl _ . n n._n
wi =gt st wh, po=pt —ptw

Yakinsama kontrolii:

1 k

n+l
— — u

<g=an" =aw’ ve T

p‘n

0

Burada iist indis n arakesit iterasyon seviyesini
gostermektedir.

Sonuc¢landirma(finalization): Her arakesit igin
elde edilen dogru Neumann sinir sartlari ile, her
bolgede ana akis problemi son olarak yeniden
¢Oziliir.

Ay; =f; Q; Dbolgesinde

Vi = gj 0Q); smirinda

% = (_1)i_1uk S . smrinda

on; /

Basing denklemi icin: Elde edilen yar1 zaman
adimi hiz alam1 kullanilarak, Denklem (11) her
bolgede c¢oziiliir ve yukaridaki hiz alani igin
uygulanan bolgelere ayirma teknigi
basamaklarmin aynisi, yardimci potansiyel
fonksiyonu i¢in tekrarlanir, yanliz bu defa,

A = Akatilik matrisini ifade etmektedir (bkz.
Denklem (11)) ve y; ={¢:yardimc1 potansiyel
fonksiyon}.

Bir adimda ¢6ziime giderken dnce momentum
denklemi bolgelere ayirma teknigi ile sayisal
kapali ¢oziilir. Denklem (10) yar1 zaman
adimindaki hiz alanmi verir ve bu hiz alam
Poisson denkleminin (12) sag tarafinda

kullanilarak yardimc1 potansiyel fonksiyonu
elde edilir.

Yardimci potansiyel fonksiyonu yine bolgelere
ayirma teknigi ile ¢oziillir ve arakesitte gereken
iteratif ¢oziim yapilir. Hesaplamalar, i¢
iterasyon dongilisic ve zaman adimindaki
gelismeler de dahil olmak {izere her makinenin
birbiriyle haberlesmesi ile paralel bir sekilde
ilerler.

Sonuclar ve tartisma

Gelistirilen yontem; kapagi c¢ekilen kiip
bicimindeki oyuk igerisindeki akim probleminin
¢cOziimii i¢in denenmistir. Reynolds sayis1 400
ve 1000 secilmistir. Sonuglar 25 boyutsuz
zamanda elde edilmis ve 0.1 gibi biiyiik bir
zaman adiminda yakinsama elde edilmistir. iki,
dort ve alti bolgeli c¢oziimlerde sirasiyla
2x(13x13x25), 4x(7x13x25) ve 6x(5x13%x25)
hesap noktas1 kullanilmigtir. 25 boyutsuz zaman
adiminda sonuca ulasilmistir. Yar1 zaman adimi
hizi ve yardimci1 potansiyel fonksiyonu igin
segilen arakesit iterason kriterleri sirasi ile 107
ve 10 alinmustur.

Tablo 1’den goriilecegi gibi, bu yeni paralel
proglama ile daha once, (Giilcat ve Ustoglu
Unal, 2000; Ustoglu Unal ve Giilgat 2001,
Giilgat v. dig., 2000)elde edilen sonuglara gore,
yakinsama hizlanmig, iterasyonlar % 50
oraninda azalmis ve dolayisiyla paralel
performans onemli 6l¢iide artmustir, siiper-lineer
hizlanma elde edilmistir. Bu son yeni yontem
ile, hizlanma degeri kole islemcilerin CPU
hesap zamanina gore hesaplandiginda, dort
bolge ¢oziimii ile 3.31 e ve 6-bolge ile 5.69 a
kadar ¢ikmaktadir. Tiim hesap zamanina gore
hesaplanmus, ilk paralel ¢6ziim yontemi ile elde
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edilen hizlanma, dort bolge ¢ozliimiinde 2.71 e
ve alt1 bolgeli ¢oziimde 3.12 ye ylikselmektedir.
Hizlanma degerleri hesaplanirken 2-bolgeli
¢Oziimiin hesap zamani baz alinmistir.

4x(7x13x25) hesap noktasinda Re=400 i¢in elde
edilmis hiz ve basing alanlar1 Sekil 1°de,
6x(55x28x10) hesap noktasinda elde edilmis,
simetri diizlemindeki hiz ve basing alanlari
Re=1000 icin Sekil 2’de gozlenebilir.

2,4 ve 6 bolgeli toplam 25x13x25 hesap noktasi
ile yapilan sayisal ¢ozlimlerin, goreceli CPU
hesap zamani karsilagtirmasi  Sekil 3’te
gozlenebilir.

\
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Tablo 1. Paralel ¢oziim performans sonuglart
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SGI ORIGIN 3000 kapag ¢ekilen kiip
oyuk
Re=1000, A t=0.1
Bolge sayisi 2 4 6

Tiim hesap zamani (s)

471 174 151

Hizlanma 1 271  3.12

(tiim hesap zamani)

Hizlanma (CPU 1 331 5.69

zamani)
Level P
129 0.550
121 0.510
113 0.4B5
105 0.425
97  0.380
B89 0.335
81 0.281
73 0.241
B5  0.18B
57 0,146
49 0.101
41 0.0B1
33 0.021
25 -0.009
17 -0.051
9 -0.089
1 -0.129

0472
0,440
0407
0,374
0337
0,300
0,267
0,234
0.2m
0180
0123
0,090
0048
0.008
-0.020
-0.045
-0.078

Sekil 2. Simetri diizleminde hiz ve basing alanlari, Re=1000, 6 x (10x28x55)
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100 11 [l [ 2-bélge
o, 80 H 4-boélge
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E 60. E6-bolge
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bolgeler

Sekil 3. 2, 4 ve 6-bolgeli ¢oziimlerde, goreceli
paralel hesap(CPU) zamanlari

1

-0.75 -0.5 -0.25

T1—

Sonuglar, referans sonuglar1 (Ku v. dig., 1987,
Babu ve Korpela, 1994) ile daha kaba hesap ag1
kullanilmasina ragmen iyi bir uygunluk
gostermektedir.

Re=400 ic¢in referans (Babu ve Korpela,
1994) sonucuna bakildiginda, 63x33x63
hesap noktast ile wulasilan hassasiyetten
fazlasina, bu c¢alismada toplam 25x13x25
hesap noktas1 ile ulasilabilmistir. Simetri
diizleminde merkez boyunca yatay ve dikey
hiz karsilastirmalart Re=400 ve Re=1000 i¢in
Sekil 4’te izlenebilir.

oY 025 05 075 1

UBLELELE BLBLELELE BLUEBLELE BN RS R R 1
[~ - Mo dig., u 22 1
— =3 Babu & Karpela, u 1
0.75 = ATl 325, U -
[ w Ko g, we i
nsk & Babu & Korpela, w -0 75
[T — = 4Tl 3x25), w ]
nz2sfF i
= 0¥ 0 5 N
-n25fF i
= ¥ ]
-0afF —o.25
n - T
-07sF M 1
_ : L L L L I L L L L Pr L L L L I L L L L ]
1I:I 0.25 0.5 0.75 'IEI

1

7 Ky, dig.,u

L= unifonm 496, u
nonunifamm 43-6, 1

[m} nonuniforn S5-6, 4

b B v, dig., e

=3 unifonm 496w

nonunifonm 49-G, w
nonuniform 55-6,w g

0.7&

0.25

Sekil 4. Simetri diizlemi orta yatay ve dikey eksenleri boyunca hiz dagilimi, Re=400 (iistte) ve Re=1000 (altta)



Semboller

: Adveksiyon matrisi

: Arakesit iterasyon seviyesi
: Basing
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: Basing katsayr matrisi

: Eleman degeri
: Eski zaman adimi seviyesi
: Hacim elemant

u=u(u, v, w): Hiz vektorii

n+l,n+1
2

At

: Hacim elemaninin sinir

. 1. bolge

. J. arakesit

: Ik arakesit iterasyon seviyesi

: 1 numarall bolgedeki bilinmeyen

: Kartezyen koordinatlar x, y, z
: Karakteristik hiz

: Karakteristik uzunluk

: Katlik matrisi

: Kinematik viskozite

: Kiitle matrisi

: Orta zaman adimi hizi
: Reynolds sayisi
: Stir tabaka verisi

: Yardimci potansiyel fonksiyonu

: Yakinsamis arakesit Neumann sinir
sarti

: Yakinsamamus arakesit Neumann
snir sartt

: Yari ve tam zaman adimlari

: Zaman
: Zaman adimi biiyiikliigii
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