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Dizlemsel kuvvetler etkisindeki dairesel levhalarin serbest
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Ozet

Bu ¢alismada kalinlig1 parabolik olarak degisen, diizlemsel kuvvetler etkisindeki eliptik levhalarin bir ézel
hali olarak dairesel levhalarin serbest titresimleri incelenmistir. Levhanin izotrop ve kenarlarindan ankastre
mesnetli oldugu kabul edilmistir. Matematiksel modelde kartezyen koordinatlardaki yonetici denklem
diferansiyel ve integral formda verilmistir. Galerkin ve Rayleigh-Ritz yontemlerinin kullanildigi ¢oziimde
oncelikle sabit kalinlik halinde serbest titresim ve elastik burkulma problemi incelenerek sonuglar
literatiivdekilerle  karsilastirilmistir.  Degisken kalimlhikli  levhalarin  hacimleri  egitlenerek, titresim
probleminde asal frekans parametresi ve burkulma probleminde ise kritik burkulma yiikii parametresi
karsilastirdmistir. Son olarak, diizlemsel kuvvetlerin sabit ve degisken kalinlikli dairesel levhalarin serbest
titregimi tizerindeki etkisi arastirilmigtir. Stabilite karakteristiklerinin bozulmasina ragmen titresim
karakteristiklerinin iyilestirilebilecegi sonucuna varimuistir.

Anahtar Kelimeler: Burkulma, dairesel levha, degisken kalinlik, diizlemsel kuvvetler, titresim

Free vibrations of circular plates with in-plane forces
Abstract

Elastic stability and free vibrations of circular plates with parabolically varying thickness -as a special case
of elliptical plates- are investigated. Plates are assumed to be linearly elastic, homogeneous, isotropic and
clamped at the edges. Governing equations of the mathematical model are given as both differential
equation and integral equation in Cartesian coordinates. While the differential equation formulation is
solved by Galerkin method, the one given in integral equation form is solved by a well-known energy method
called Rayleigh-Ritz technique. In order to test the accuracy of the numerical methods used and the validity
of the results obtained, first free vibration and elastic buckling problems of circular plates with constant
thickness are solved and then the numerical results are compared with the ones found in the literature. Plate
thickness is considered to be of suitable form for the clamped case and volumes of all the plates are
equalised to unity as well. Therefore, it is possible to compare the fundamental frequency parameter and the
critical buckling load parameter of all plates with each other. Then, the effect of parabolically varying
thickness on fundamental frequency parameter and critical buckling load parameter is investigated. Finally,
the effect of in-plane forces on free vibrations of circular plates with both constant and parabolically varying
thicknesses is investigated. It is concluded that vibration characteristics of circular plates can be improved,
although stability characteristics gradually deteriorate.

Keywords: Buckling, circular plates, in-plane forces, varying thickness, vibration
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Giris

Levhalar yaygin olarak kullanilan  yap1
elemanlaridir. Uygulamada daha c¢ok sabit
kalinlikli levhalarla karsilasilsa da, toplam

agirhigin azaltilmasimnin veya dinamik etkilere
karst dayanimin artmasimnin 6nem kazandigi

yapilarda  degisken  kalinlikli  levhalar
kullanilabilir.
Levhalarin  stabilite ve titresim problemi

yaklagik bir asirdir arastirmacilarin ilgisini
cekmektedir. Ozellikle pratikte sik¢a rastlanan
dikdortgen ve dairesel sekle sahip levhalar
iizerine  yapilmis ¢ok sayida  calisma
bulunmaktadir. Leissa (1969) levhalarin
titresimi ilizerine o zamana kadar yapilmis olan
teorik ve deneysel c¢aligmalart bir araya
toplamistir. Bu kaynakta diizlemsel kuvvetler
etkisinde titresen levhalar ya da degisken
kalinlikl1 levhalar {izerine yapilan ¢aligmalarin
sayisinin fazla olmadigi goriilmektedir. Bu
calismanin konusuyla dogrudan ilgili olanlar
sirasiyla Bickley (1933), Federhofer (1935) ve
Wah (1962) tarafindan yapilanlardir. Bickley
(1933)  kenarlarindan  ¢ekme  etkisindeki
ankastre mesnetli, sabit kalinlikli dairesel
levhanin frekans parametrelerini tam olarak
hesapladi. Federhofer (1935) ve Wah (1962)
aynt problemi hem c¢ekme hem de basing
kuvvetleri etkisindeki levhalar icin ¢ozdiiler.

Kenarlarindan ankastre mesnetli, degisken
kalinlikli dairesel levhanin serbest titresimi
tizerine ilk calismalar Conway (1958),
Timoshenko ve Woinowsky-Krieger (1959)
tarafindan yapildi. Giiniimiize kadar degisken
kalinlikl1 dairesel levhalarin serbest titresimleri
iizerine daha bir ¢ok c¢alisma yapilmasina
ragmen diizlemsel kuvvetlerin etkisinin de ayni
anda  hesaba  katildigt  bir  ¢alismaya
rastlanmamistir. Ornegin Olhoff (1970) serbest
titresen dairesel levhalarin optimum dizaynini
gerceklestirdi. Buna gore ankastre mesnetli
dairesel levhalarin formu uygun sekilde
degistirildigi taktirde asal frekansin1 %53
oraninda arttirmak miimkiindiir. Hinton v. dig.
(1993) Olhoff tarafindan Onerilen sonuglari
dogruladilar. Bu konuda son zamanlarda yapilan
calismalar genellikle eliptik levhalar {izerine

olup daire 06zel hali i¢in de sonuglar
verilmektedir. Singh ve Tyagi (1985) kalinlhigi
parabolik olarak degisen eliptik levhalarin
simetrik enine titresimlerine ait ilk dort frekans
degerini ve bunlara ait titresim mod sekillerini,
kalinlik degisimini belirleyen egrilik parametresi
ve kenar oranina bagli olarak verdiler. Daha
sonra Singh ve Chakraverty (1991), degisken
kalinlikli dairesel ve eliptik levhalarin enine
titresimlerini incelediler. Singh ve Chakraverty
(1992), bu kez kalinlig1 kuadratik olarak degisen
dairesel ve eliptik levhalarin enine titresimlerini
incelediler. Bahsedilen bu son ii¢ ¢alismada da
levhalarin  kenarlarindan ankastre mesnetli
oldugu varsayilmis ve n terimli ¢okme
fonksiyonuyla Ritz veya Galerkin yontemleri
kullanilarak frekanslar hesaplanmistir. Singh ve
Chakraverty (1994), bu kez iki boyutlu siir
karakteristik ortogonal polinomlar1 kullanarak
Rayleigh-Ritz yontemiyle kenarlarindan serbest,
basit ya da ankastre mesnetli, degisken kalinlikli
eliptik ve dairesel levhalarin enine titresimlerini
incelediler. Kalinligin levha eksenlerine paralel
olarak lineer ve kuadratik olarak, degistigi iki
farkli hal i¢in sonuclar verdiler. Bayer (1994)
kalinlik degisiminin, kenarlarindan ankastre
mesnetli eliptik levhalar iizerindeki etkisini
inceledi. Geometrik sinir kosullarini saglayan
bes terimli ¢okme fonksiyonuyla kolokasyon
yontemini kullanarak kalinligin parabolik ve
eksponansiyel olarak degistigi iki farkli hal icin
egrilik parametresine bagli olarak sonuglar
verdi. Levha kenar oram1 b/a kiiciildiikce
sonuglarin hassasiyetinin azaldigr bu calisma,
levha  hacimlerinin  esitlenerek  degisken
kalinlikl1 levhalarla sabit kalinliktaki levhalarin
frekans parametrelerinin karsilastirilabilmesini
saglayan bir yontem Onermesi bakimindan
onemlidir. Bayer v. dig. (2002) moment ve
Rayleigh-Ritz yontemlerini kullanarak parabolik
kalinlik degisiminin serbest titresen kenarlarindan
ankastre mesnetli eliptik levhalarin asal frekansi
tizerindeki etkisini incelediler. Calisma daha
¢ok uygulamali elektromanyetik alaninda
kullanilan moment ydnteminin, bir levha
titresim probleminde kullanilmasi acisindan
onemlidir. Dokmeci (1992) moment yontemini
uyguladig1 calismasinda yontemin tarihcesini de
vermistir.



Dairesel levhalarin serbest titresimleri

Kenarlarindan  diizgiin  basing  etkisindeki
ankastre mesnetli dairesel ve eliptik levhalarin
elastik burkulmast lizerine yapilmisg

calismalarda genellikle sabit kalinlik halinin
incelendigi goriilmiistir. Woinowsky-Krieger
(1937), problemi bir enerji yOntemiyle
¢cOzmiistiir. Shibaoka  (1956),  Mathieu
fonksiyonlar1 kullanarak ayni problemin tam
sonucunu elde etmistir. Wang v. dig. (1994),
sabit kalinliklr siiper eliptik levhalarin titresimi
ve burkulmasi iizerine yaptiklar1 calismada
pb-2 Rayleigh-Ritz yontemini kullanmiglar ve
daire 6zel hali i¢in de sonuclar vermislerdir.
Spillers ve Levy (1990), diizlemsel kuvvetler
etkisindeki  levhalarin  optimum  tasarim
konusunda c¢aligmiglar ve kenarlarindan basit
mesnetli, izotrop, kare seklinde bir levhanin
kritik burkulma yiikiiniin arttirilabilecegini
gostermislerdir.

Bu ¢alismada kenarlarindan diizgiin basing veya
cekme kuvveti etkisi altindaki degisken
kalinlikli dairesel levhalarin serbest titresimlerinin
incelenmesi amaclanmustir. Levhalarin
kenarlarindan ankastre mesnetli oldugu ve
kalinligiin  da parabolik olarak degistigi
varsayilarak yaklasik yoOntemlerle Ongoriilen
problem ¢oOziilmiis ve sonuclar literatiirde
bulunanlarla karsilagtirilmigtir. Tiim levhalarin
birim hacimde olmas1 saglanarak titresim
probleminde frekans parametreleri, stabilite
probleminde ise kritik burkulma yiikii
parametreleri karsilastirilmistir.

Matematiksel model

Bolge denklemleri

Calismanin bagl oldugu temel denklemler 6nce
diferansiyel formda daha sonra ise varyasyonel
formda verilecektir.

Diferansiyel form- Orta diizlemine etki eden N
sabit basing kuvveti altinda calisan, degisken
kalinlikl1 izotrop bir levhanin, orta yiizeyinin
diizlem kaldig1 ve bu orta yiizeyin Kartezyen
koordinat sisteminin x-y diizlemi ile cakistig
kabuliiyle enine titresimlerindeki hareketi
diferansiyel formda asagidaki denklemle verilir:

2 2 2
V2 (DViw) 21— LR 0w 0w
Ox0y Ox0Oy ot O
2 2 2 2
(1w LR0w IDOW, Ny =0
ox~ Oy oy~ Ox
w  : Yer degistirme
v :Poisson oranm
£ : Birim hacim bagina kiitlesel yogunluk
h : Levha kalinlig
t : Zaman

Ayrica denklemde yer alan egilme rijitligi D
asagidaki gibi tanimlanmustir:

D=ER /l2(-v*)] )

E : Elastisite (Young) modiilii

Bilindigi gibi Kartezyen koordinatlarda dairesel
levha geometrisi agagidaki bagintiyla belirlenir:

3)

x2+y2=r2

r : Dairenin yarigapi

Basit harmonik hareket kabuliinde ¢o6ziim
asagidaki gibi aranir:

w(x, y,t) = w(x, y)e'" 4
o  :Dogal frekans

Hareketin yonetici denklemini boyutsuz halde
ifade etmek i¢in x =x/r ve y=y/r seklinde
tanimlanir ve (1) denkleminde yerlerine konur.

rfloxt oxoyt oyt ) rt ox ox’
20D ow 20D &’w 2 0D w
R s H el w My S——
r* ox oxoy- r® 0y ox 0y r® 0y Oy
1(0°D o’D\o*w 0w Q)
T =2t =2 — =
rt\ ox oy ox oy
(i-v)(o’Do*w ,0°D &'w  0°Do’w
rt \ox? oy?  oxdy oxoy Oy’ Ox’
N 82w+82w
rrlox? oy’

2 0D &*w

D [84w otw

j—pha)zw:o
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Levha kalmligimmin asagidaki bagintiya gore

parabolik olarak degistigi kabul edilmistir.

WE,7) = chy|a+ BE* +77)] 6)

h,: Sabit kalinlikli esdeger levhanin kalinligi,
o Kalinligin sabit kismini belirleyen bir
parametre, £ : Kalinlik degisimini kontrol eden
bir parametre, ¢ ise levha hacminin her durumda
sabit kalinlikli esdeger levhaninkine esit
olmasini saglayan bir parametredir ve asagidaki
sekilde tanimlanmustir:

¢=2/Qa+p) (7

......

sekilde ifade edilebilir:

D(x,y)=D,c’H (8)
Eh;

:m ve H= [a+,6’()?2 Jrfz)]3

0

olarak tanimlanmustir.

Simdi (8) ifadesi (5) nolu denklemde yerine
konulacak olursa goézoniine alinan degisken
kalinlikl1 hal i¢in hareketin yonetici diferansiyel
denklemi boyutsuz halde elde edilmis olur:

(0w o'w  o'w s OH o*w
¢ —4 g g " +2¢
ox ox“oy- oy % o
20 0H o&’w o O0H 0’w N 638_H83w
ox oxoy’ y ox’oy v oy’
I 0°H . O’H \ o*w s o*w (9)
ox> oyt \ox® oy
N 0°D 0*w 0°D o*°w 0°D 0*w
_C(I_V —2 D S
ox~ oy oxdy oxdy 0Oy~ Ox

—+FJ—7/2/1*CH”3W: 0
y

Burada frekans

=7 = wr’ | phy | D,

parametresi, 4, = Nr’ /DO ise burkulma yiikii

parametresi veya kritik ylik parametresi olarak
bilinir. Ayrica (9) denkleminde goriilen y, ve
7, katsayilar1 su sekilde tanimlidir:

7, =0, 7, =1 sadece titresim (10a)
7, =1, y,=0 sadece burkulma (10b)
7, =1, y, =1 burkulma ve titresim (10c)

Integral form- Aym kabuller ve notasyon ile
bolge denklemleri integral formda verilebilir.
Orta diizlemine diizgiin yayil1 basing kuvveti

etkisi  altindaki levhanin  toplam enerji
fonksiyoneli su sekilde ifade edilebilir:

F=U-yV-y,T (11)
U :Levhanin egilmesinden &tiiri  sekil

degistirme enerjisi,
V- :Orta diizleme etki
potansiyel enerjisi,
T  :Levhanin kinetik enerjisi.

eden kuvvetlerin

Integral formdaki yonetici denklemin son hali,
acik olarak asagidaki gibi yazilabilir:

2 2.\?
F=[[ c3H(a_v2V 4 a_vfj dxdy
s ox oy

62w O*w
—”20 (- )H(&_C =

o
ol 5]

—”721 cla +ﬁ(x +y )]wza’)?

S: Tum levha alani.

Baslangic ve simir kosullar:

Genel olarak smir kosullarinin son derece
problemli oldugu ve idealize edilmis kosullarin
pratikte gergeklenmesinin ¢ok zor oldugu
bilinir. Ancak bu c¢alismada levhalarin
kenarlarindan ankastre mesnetli oldugu ve
hareketin ¢#=0’da levhaya wverilen ilk
deplasman ile basladig1 varsayilmistir.
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Ankastre mesnetli halde levhanin kenarlar
boyunca ¢okme ve egim sifirdir:

w=0; 6_v_v:O ve a—v_vzo
X oy

(13)
Yaklasik ¢oziim yontemleri

Deneme fonksiyonlarinin secimi

Diferansiyel formda verilen yonetici denklem
bir agirhikli artiklar yontemi olan Galerkin
yontemiyle (GY), integral formda verilen ise bir
enerji yontemi olan Rayleigh-Ritz yontemiyle
(R-RY) yaklasik olarak ¢oziilmiistir. Bu iki
giicli yontemin ayni deneme fonksiyonuyla
uygulanmast  halinde  birbirinden  farksiz
sonuglar verecegi bilindiginden her iki yontem
icin sinir kosullarini saglayan farkli iki deneme
fonksiyonu secilmistir. Galerkin yOntemiyle
kullanilan ¢6kme fonksiyonu asagidaki gibidir:
w=(aq, +a2¢+a3¢2 )¢2

(14)

Burada a,, a,, a, belirlenmemis katsayilardir

ve ¢=x"+y° —1 olarak tanimhdir. Rayleigh-
Ritz yontemiyle kullanilan ¢dkme fonksiyonu
ise soyledir:

w=(a, +a,x* +a,y’ )¢’ (15)
Galerkin yontemi

Agirlikli artiklar yontemi, genelde, modeldeki
bagimsiz degiskeni ifade etmek igin secilen
“deneme fonksiyonu”nun smir kosullarin
saglamasina ragmen ilgili yonetici diferansiyel
denklemi saglamayacagini varsayar. Boylece,
deneme fonksiyonunun ydnetici diferansiyel
denklemde yerine konmasiyla ¢, ile gosterilen

bir artik ortaya ¢ikacaktir. “En iyi” ¢6ziimii elde
etmek icin, bu artiklarin problemin tanimlandigi
tim bolge tizerindeki toplammin minimum
olmasi istenir. Bu agagidaki gibi ifade edilebilir:
IgR dQ = minimum (16)
Q

Bu amaca ulasilmasinda secenekler, artigin
agirlikli bir degerinin bolge boyunca minimum

olmasmi saglayarak genisletilebilir. Agirlik
fonksiyonu, artiklarin agirlikli integralinin sifir
degerine erigsmesini saglar. Agirlik fonksiyonu
¢ 1ile gosterilecek olursa, yukaridakinin daha

genel hali su sekilde ifade edilebilir:

[erpd=0 (17)
Q

Agirlik fonksiyonlar1 ¢ok c¢esitli sekillerde
secilebilir ve her se¢im agirlikli artiklar

yonteminde farkli bir kritere karsilik gelir.
Ornegin, Galerkin yonteminde, (14) ile verilen
deneme fonksiyonun her bir katsayisinin ¢arpani
olan terimler agirlik fonksiyonu olarak secilir.
Galerkin denklemleri artigin bahsedilen agirlik
fonksiyonuyla carpimmin  bdlge lizerinde
integre edilmesiyle bulunur. Sonu¢ olarak bir
homojen denklem takimi elde edilir:

|A=y,4,B-7,4 Clla,}=0, i=123  (18)

A, B, C: Simetrik kare matrisler.

Bu bir 6zdeger problemidir ve ¢dziimiin sifirdan

farkli olmasi ancak katsayilar matrisinin
determinantinin sifir olmasi halinde
miimkiindiir.

Rayleigh-Ritz yontemi

Asal frekans ve burkulma yiikii parametresi i¢in
en kiiclik bir iist limit bulabilmek amaciyla (15)
ile verilen deneme fonksiyonu (12) denkleminde
yerine konup «; katsayilarina bagh olarak
minimize edilir.

oF

—=0, (i=123
. ( )

1

(19)

Gerekli integraller alindiktan sonra (18) ile
verilene benzer bir homojen denklem takimi
elde edilir.

Sonuclar ve degerlendirme

Serbest titresim hali (y, =0, y, =1)

Her iki yontemle elde edilen sonuglar Tablo 1
de goriilmektedir. Levha egrilik parametresi
B arttikga ve sabit kalinlilk parametresi o
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azaldik¢a esit hacimdeki levhalarin frekans
parametresi degerleri bliyltimektedir.

Tablo 1. Frekans parametresi degerleri

o= 1.0 o= 0.2
B GY R-RY GY R-RY
0.0 10.216 10.217 10.216 10.217
0.2 10.572 10.583 11.483 11.822
0.4 10.861 10.903 12.159 13.178
0.6 11.101 11.198 12.678 14.299
0.8 11.305 11.478 13.120 15.211
1.0 11.483 11.749 13.505 15.959

Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglarin
literatiirdekilere daha yakin oldugunu sdylemek
miimkiindiir. Ornegin, a=0.0 ve p=1.0 6zel hali,
Olhoff (1970) tarafindan bulunan optimum
sekle en yakin haldir. Bu halde Galerkin ve
Rayleigh-Ritz ~ yontemleriyle asal frekans
parametresinde sirasiyla %83 ve %140’lik
artiglar hesap edilmistir.

Elastik burkulma hali (, =1, y, =0)

Bu halde Ongoriilen kalinhik degisiminin
burkulma problemini olumsuz yonde etkiledigi
Tablo 2’de goriilmektedir.

Tablo 2. Burkulma yiikii parametresi degerleri

o= 1.0 o= 0.6
B GY R-RY GY R-RY
0.0 14.68 14.70 14.68 14.70
0.2 13.98 14.15 13.47 13.84
0.4 13.22 10.903 12.24 13.26
0.6 12.48 11.198 11.19 12.93
0.8 11.80 11.478 10.35 12.77
1.0 11.19 11.749 9.69 12.71

Levha egriligi arttikca her iki yontemle elde
edilen sonuclarin da hassasiyeti tartismaya
aciktir.

Titresim ve burkulma hali (y, =1, y, =1)

Diizlemsel kuvvetlerin etkisinde serbest titresen
degisken kalinlikli, ankastre mesnetli dairesel
levhalarin asal frekans parametresi degerleri her
iki yontemle hesaplanmis ve bulunan sonuglar
Tablo 3 ve Tablo 4’te gosterilmistir. Sadece
sabit kalinlik hali i¢in Federhofer (1935)
tarafindan bulunan sonuglarla karsilastirma
yapilabilmistir. Bu hal i¢in her iki yontemle elde
edilen sonuglarin da oldukca hassas oldugu
gorlilmektedir. Ayrica sabit kalinlik hali Sekil 1
ve Sekil 2’°de grafik olarak gdsterilmistir.

Tablo 3. Diizlemsel kuvvetler etkisi altindaki degisken kalinlikli dairesel levhanin (o =1.0)
Galerkin yontemiyle hesaplanan frekans parametresi degerleri

Nr’/D 16.0 9.0 4.0 1.0 0.0 -1.0 4.0 9.0
Federhofer  14.603  12.885  11.485  10.548 10215  9.871 8.746 6.413
BL=0 14602  12.885 1148  10.549 10216  9.870 8.746 6.412
B=2 15224 13415 11930 10929  10.572 10200  8.982 6.397
B=4 15,788  13.887 12314 11245 10861 10461  9.139 6.252
B=.6 16305 14313 12,651  11.512 11101 10671  9.238 6.001
B=238 16.783 14703 12953  11.744 11305  10.845  9.296 5.662
B=1 17227 15062 13227  11.949 11483 10992  9.326 5.249

Tablo 4 Diizlemsel kuvvetler etkisi altindaki degisken kalinlikli dairesel levhanin (a =1.0)
Rayleigh-Ritz yontemiyle hesaplanan frekans parametresi degerleri

Nr’/D 16.0 9.0 4.0 1.0 0.0 1.0 4.0 9.0
Federhofer  14.603  12.885 11485  10.548 10215  9.871 8746 6413
B=0p 14603 12886 11487 10550 10217  9.872 8748 6417
B=2 15226 13418 11937 10939  10.583 10214  9.004  6.456
B =4 15,792 13.898  12.337 11281 10903  10.510 9219  6.458
B=56 16314 14339 12705  11.596  11.198 10784  9.419  6.462
B=28 16.799 14750  13.050  11.894 11478  11.045  9.615  6.487
B=1 17.254  15.138 13379 12180  11.749  11.300  9.811 6.535
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a=1.0, p=0.0

— ——-0=0.0, B=1.0

30
L =1.0, p=0.0
N 20 ’ P
< / e e a=1.0, p=1.0
It __;.’-_';'_/—’_'_
I/ -~ —-—--a=0.0, B=1.0
II ") I O I I
-18 -8 2 12
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Sekil 2. Diizlemsel kuvvetler etkisindeki dairesel levhanin frekans parametresi (R-RY)

Sonug olarak ankastre mesnetli dairesel levha
icin Ongoriilen parabolik kalinlik degisimi
serbest titresim karakteristiklerini olumlu yonde
etkilemektedir. Ancak levhanin orta bolgesindeki
kalinligin levha kenarindaki kalinliga gére daha
az oldugu bu halde levhanin kritik burkulma
yiikili parametresi azalmaktadir. Bununla birlikte
diizlemsel kuvvetler etkisinde serbest titresim
halinde asal frekans parametresinde hala kazang
s6z konusudur.
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