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Ince plaklar igin gelistirilmis sonlu farklar yontemi
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ITU Insaat Fakiiltesi, Insaat Miihendisligi Béliimii, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Ince plaklar icin gelistirilmis sonlu fark yontemi, klasik sonlu fark ifadelerinin ¢ikartihsindan tamamen
bagimsiz bir yontemle ortaya konulmustur. Bu yontemde sonsuz bir plak ele alinarak belirli bir bolgesi igin
¢Okme yiizeyi tanimlanmakta ve sonsuz plak ¢okme yiizeyini olusturan yiikler, plak diferansiyel denkleminden
yvararlanilarak bulunmaktadir. Sonlu fark operatériiniin uygulanacagr gercek plagin ¢ékme yiizeyi ise,
sonsuz plak icin tamimlanan ¢okme yiizeyine karsilik gelecek sekilde 5x5 diigiimlii iki boyutlu Lagrange
interpolasyon fonksiyonlart kullamilarak bilinmeyen plak ¢okmelerine baglh bir polinom ile ifade
edilmektedir. Iki farkli yiik-cékme sistemine Betti karsitlik teoremi uygulanarak yeni sonlu fark operatorii
elde edilmistir. Bulunan sonlu fark operatérii ile plak problemlerin ¢oziimiinde onemli yaklagiklik saglanmis
ve kapalr ¢oziim sonuglarina ulasilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gelistirilmis sonlu farklar, Lagrange fonksiyonlari, plak.

Improved finite differences method for thin plates
Abstract

In this study, a developed method is proposed that provides convergence with using fewer unknowns for
plate problems. Improved finite differences scheme for thin plates is provided in a new way which differs
from classical finite difference method. For determining new finite difference operator, two different load-
deflection systems on the same finite element are considered. The first system consists of given deflected
surface domain and load cases of defined infinite plate; load cases for defined infinite plate are calculated
from governing differential equation. The second system consists of actual plate and loads on actual plate.
The deflected surface on the actual plate on which will finite difference operator will be applied is expressed
with Lagrange interpolation polynomial depending on unknown plate deflections. For the actual plate,
Lagrange interpolation polynomial has 5x5 joints and is related to given deflection surface domain of
defined infinite plate. Applying Betti’s reciprocal theorem on two different load-deflection systems a new
finite difference operator will be defined. This method is applied for rectangular plate bending problems,
which have different load cases and boundary conditions. Then, the results of solution by this technique are
compared to analytical solutions and other numerical solutions. The results of applications by this method
supplied quite high performance.

Keywords: Improved finite differences, Lagrange functions, plate.
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Giris
Sonlu farklar yontemi, ¢esitli diferansiyel
denklemlerin kapali ¢cozlimleri elde

edilemediginde, kullanilan sayisal ve yaklasik
yontemlerdendir (Berktay, 1992). Ince plaklarin
dordiincti dereceden kismi tiirevli, diferansiyel
denklemi:

0'w

ox*

d'w  d'w _q(x.y)
26X28y2+8y4 = D (1)

icin sonlu farklar yontemi uygulandiginda;

secilen ag diigimlerinde diferansiyel
buytkliiklere gore denklemdeki tiirevler
bulunmakta ve problem ic¢in sonlu fark

operatorii elde edilmektedir (Szilard, 1974).
Klasik sonlu fark adini verilen bu calismalarda
kullanilan klasik sinir kosullar1 daha diisiik
mertebedeki  tliirev  bagmtilarindan  elde
edildiginden, bazi sinir kosullarinda ¢oziimiin
yaklagikligr azalmaktadir. Klasik sonlu fark
ifadeleri ile daha iyi sonug¢ bulunabilmesi igin
Kumbasar (1999) tarafindan yapilan calismada,
diferansiyel denklemle ayni mertebeden olan
dordiincii mertebe enterpolasyonla elde edilen
sinir kosullar1 verilmistir. Klasik sinir kosulu
bagintilar1 yerine, band genisligi ve bilinmeyen
sayisini arttirmaksizin, daha ytiksek dereceli bir
enterpolasyonla elde edilmis smir kosullari
kullanarak, plak problemlerinin ¢oziimlerinde
onemli diizeyde iyilestirme saglanabilecegini
gostermistir.

Cakiroglu ve Kayan (1963); Cakiroglu ve
Kumbasar (1995), sonlu farklar yontemini daha
iyl bir yontem haline getirebilmek icin, klasik

sonlu fark operatorii kullanarak ve Betti
teoreminden yararlanarak:
[Aw = [[ax, y)K(x, y)dxdy 2)

bagintisindaki sonlu fark denklemlerinin sag tarafi
icin K(x,y) agirhk fonksiyonu tanimlanmakta
ve bu fonksiyonun yardimiyla c¢ozlimler
bulunmaktadir. K(x,y) agirlik fonksiyonu, tekil
yiik etkisindeki sonsuz plak icin bilinen kapali
¢oziimiinden elde edilmistir. K(x)y) agirlik
fonksiyonu, siddet ve yerleri plak problemlerine
uygulanan sonlu fark operatoriinde goriilen

(20,-8,2,1 gibi) tekil yiiklerin etkisindeki sonsuz
plagin ¢okme yiizeyine karsilik gelmektedir. Bir
bagka calismada  klasik sonlu fark
operatoriindeki (20,-8,2,1 gibi) tekil yiiklerin
yerine, ip c¢okgeni yontemindeki sonlu fark
operatoriinde siddet ve yerleri verilen (1872,-
576,-32,72,32,4 gibi) tekil yiklerle iliskili
K(x,y) agurhk fonksiyonu tanimlanarak
¢oziimler bulunmustur (Kumbasar, 1998).

Ince plaklar igin gelistirilen sonlu fark
yonteminde daha Onceki calismalardan farkli
olarak (2) esitliginin sol tarafi i¢in yeni bir sonlu
fark operatorii bulunmakta ve bu operatore
karsilik gelen (2) esitliginin sag tarafi i¢in farkl
bir K(x,y) agirlik fonksiyonu hesaplanmaktadir.
Gerek sonlu fark operatoriiniin, gerekse K(x,y)
agirlik fonksiyonunun hesaplanmasinda virtiiel is
prensibine gore Betti karsithk teoreminden
yararlanilmustir.

Sonlu fark denkleminin elde edilmesi
denklemde (1), w ¢6kmeyi, q(x)y) ise plak
tizerindeki yayih yiikii ifade eder. (1) denkleminin
sonlu farklarla ¢oziimii i¢in gelistirilen (2)
esitliginde, [A] sonlu fark operatorii, w aranan
cokme degeri, K(x,y) ise esitligi saglayan agirlik
fonksiyonudur. Burada [A] sonlu fark operatdriiniin
cikartilmasida ilk 6nce sonsuz plagmn belirli bir
bolgesi i¢in ¢okme ylizeyi tanimlanacaktir. 4x4
bolgeden olusan ¢Okme yiizeyi, bolgenin dis
smirlarinda ¢okmeler ile, ¢okmelerin birinci ve
ikinci tlirevleri sifir ve alt bolgelerin komsu
smirlarinda ¢okmeler ile, ¢okmelerin birinci ve
ikinci tlirevleri birbirine esit olacak sekilde
secilmistir. Tanimlanan sonsuz plak bdlgesinin,
simetriden dolay1 2x2 lik alt bolgeleri igin ¢okme
yiizeyi, Sekil 1°de gosterilmistir ve:

Sekil 1. Sonsuz plagin sol iist ceyrek bolgesi icin
tamimlanan ¢ékme yiizeyi
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3.3

Xy

w,(X,y)= 36D (3a)
w, (X,y)=%{%—§( -8)3}% (3b)
WIII(X9Y):%|:%_§(y_8)3i|X? (3c)

3 3
ww(x,w=i{"——z(x-é)ﬂ{y——z(y-&ﬂ@d)
D 3
olarak tanimlanmaktadir. Sonlu fark operatdriiniin
uygulanacag1 gercek plagin ¢6kme yiizeyi ise
5x5  diugimli  iki  boyutlu  Lagrange
interpolasyon polinomlarindan yararlanilarak
temsil edilecektir (Kumbasar v. dig., 1992). Iki
boyutlu Lagrange interpolasyon polinomlari, bir
boyutlu 5 diiglimlii Lagrange interpolasyon
polinomlarmin diger boyuta uygulanmasi ile
bulunur. Sekil 2°de verilen koordinatlara gore 5

diigiimlii Lagrange fonksiyonlari:

m

—

26 -0 0 +5

Sekil 2. Bes diigiimlii Lagrange interpolasyon
polinom egrisi

X =-20 i¢in:

L, (x)= 24184 (x* =28x° —=87x* +28°x)  (4a)

X =-0 igin:

L,(x)= —é(x4 —8x’ —48°x* +48°x)  (4b)

x =0 igin:

L,(x) =L4(X4 —58°x* +438%) (4¢)
48

X =19 i¢in:

L,(x)= —é(x4 +0x° —487x* —48°x)  (4d)

X =420 i¢in:
L,(x)= 24184 (x* +28x° —8°x> —28°x)  (de)

olarak bulunur. Gergek plak ¢okme yiizeyi igin
Lagrange interpolasyon polinomu:

w(x,y) =D, > WL, (x)L(y)

i=l j=l

©)

formundadir. Tanimlanan sonsuz plakta ¢cokme
yiizeyini olusturan her bolge i¢in dis yiikler ise (1)
bagintisindan hesaplanarak:

Pi(x,y) = 2xy (6a)
Pu(x,y) = 2(4-3x)y (6b)
Pui(x,y) = 2(4-3y)x (60)
Prv(x,y) = 2(4-3x)(4-3y) (6d)

seklinde, bolge smirlarinda olusan ¢izgisel
yayil yiikler ise:

Vi) +8Mxy - D 3wJr2 o’'w -
(=Qut =2 = DG T2 ) ()
Vi 2 = o) ) ()
= =- -v
y y aX 8}’3 aXZay
seklinde esdeger kesme kuvvetleri bagintilardan
yararlanilarak ~ bulunur. Ayrica, bdlgelerin
koselerinde, burulma momentlerinden

kaynaklanan R,=2M,, kose kuvvetleri de
hesaplanir. Bolge sinirindaki i¢ kuvvetler, plak
yonleri dikkate alinarak birlestirilirse, R, kose
kuvveti sifir ve esdeger kesme kuvvetleri de
asagidaki degerleri alir:

y =0 smirinda:
X3

0<x<9d i¢in V(x)=?

(8a)

3
X

0<x <20 igin V(X)=?—§(X—8)3
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y =0 sinirinda:

0<x<d 1i¢cin V(x)= —§x3
(8b)
- 2 5.8 3
0<x<2% wgin V(x)= _EX +§(x -9)
y =20 simirinda:
3
0<x<§ icin V(x):"7
(8¢)
3
S<x <28 icin V(x) =X7—2(X—8)3
x =0 sinrinda:
3
0<y<3d icin V(y):y?
(8d)
y' 2
0<Ly<25 igin V(y) :?—E(y-ﬁf
x =90 sinirinda:
0<y<d icin V(y)= —§y3
(8e)
. 2 5 8 3
0<Ly<26 icin V(y)= —Ey +§(y-8)
x =20 sinirinda:
3
0<y<3 icin V(y)zy7
(8f)

3

5<y<28 icin V(y)zy?—2(y-6)3

Plak iizerinde bulunan q(x,y) yiikii ve bu yiik
altinda gercek plagin ¢okme yiizeyi (5) ile
ger¢ek plak iizerine uygulanan sonlu fark
operatdriine karsilik gelen, sonsuz plak i¢in
tanimlanan ¢okme yiizeyi (3a-d) ve bu yiizeyi
olusturan yiikler (6a-d) ve (8a-f) bagintilariyla
bilinmektedir. Betti teoremi iki farkli yik-
cokme sistemine uygulandiginda; sonsuz plagin
tanimlanan ¢okme yiizeyini olusturan ytiklerin,
gercek plagin ¢okmeleriyle yaptigi virtiiel ise

gore (2) bagitisiin sol tarafi i¢in sonlu fark
operatorii bulunur.

Sonsuz plak i¢cin tanimlanan ¢okme ylizeyini
olusturan dis yiiklerin (6a-d), gercek plagin
cokme yiizeyi (5) lzerinde yaptigi virtiiel is
bdlgenin sol st g¢eyregi i¢in asagidaki
integrallerle hesaplanir. Burada gercek plagin
¢cokme yiizeyini veren (5) bagintilarindaki x=0
diiglimii baglangic olarak dikkate alindiginda, dis
yiiklerin bu baglangica gore doniisiimii yapilmasi
gerekir.

”ZPI (X’Y)ZzwijLi(X)Lj(Y)dXdy 9)

i=1 j=1

Integrallerin diger Y bolgeler icin de hesabi
yapilarak  bulunan degerler taraf tarafa
toplanirsa yalniz dis yiikk durumu i¢in sonlu fark
operatoriiniin ifadesi bulunur:

! 8 ~18 8 1]
8 64 —144 64 8
84
5|18 144 324 144 18 [w,] (10)
8 64 —144 64 8
1 8 -18 8 1 |

Sonsuz plak i¢in tanimlanan ¢okme ylizeyini
olugturan bolge smirindaki esdeger kesme
kuvvetlerinin  (8a-f), gercek plagin bolge
sinirindaki  ¢6kme yiizeyi lizerinde yaptigi
virtiiel is bolgenin sol {ist ¢ceyregi i¢in asagidaki
siir  tizerinde  integrallerle  hesaplanir.
Integrallerde esdeger kesme kuvvetlerinin,
gergek plak ¢okme ylizeyini veren baglangic
noktasina gore doniistimleri alinmalidir.

[V wL e+ [V, ()Y w L (v)dy (1D

Integrallerin  diger ' bolgeler igin de
hesaplamalar1 yapilarak bulunan degerler taraf
tarafa toplanirsa yalniz sinirlardaki esdeger
kesme kuvvetleri i¢in sonlu fark operatoriiniin
ifadesi bulunur:
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—02 128 468 128 -02]
128 —992 —1152 -992 128
64
o|468 1152 sess 1152 468 w,| (12)
128 —992 —1152 —992 128
—02 128 468 128 -02

Sonug olarak; tanimlanan sonsuz plak i¢in ¢okme
ylizeyini  olusturan bolge dis yiki ve
sinirlarindaki esdeger kesme kuvvetlerinin gergek
plak ¢cokme ylizeyi yer degistirmeleri ile yaptigi
virtiiel isler, ayr1 ayr1 hesaplanmigtir. Her iki
durumda bulunan (10) ve (11) bagintisiyla verilen
operatorler taraf tarafa toplanirsa, bolgenin tiimii
icin (2) esitliginin sol tarafinda bulunan, sonlu
fark operatorii (13) bagintisindaki formu alir:

(08 208 288 208 08]
208 -352 -25%2 -352 208
[A]w=§; 288 -25%2 8928 -25% 288[w, ] (13)

208 —352 -25% -352 208
08 208 288 208 08

K(x,y) agirhik fonksiyonlariin elde

edilmesi

K(x,y), (2) esitliginin sag tarafin1 saglayan
ger¢ek plak tlizerinde bulunan q(x,y) yiikiiniin,
tanimlanan sonsuz plak ¢okme ylizeyi ile
yaptig1 virtiiel ise gore belirlenen agirlhik
fonksiyonudur. K(x,y) agirlik fonksiyonu, plak
lizerinde bulunan q(x,y) yiikiiniin etkime
durumlarina gore degisik degerler alacaktir.
Etkime durumlari ag diiglimlerinde tekil kuvvet,
sinirlar lizerinde ¢izgisel yayil yiik ve bolgesel
yayil yiik seklinde olabilir.

Ag diigiimlerinde tekil kuvvet durumu

Plak iizerinde bulunan q(x,y) yiki, ag
diigtimlerinde tekil kuvvet gm, seklinde ise K(x,y)
agirlik fonksiyonu, sonsuz plak i¢in tammlanan ag
diigiimlerinde ¢6kme degerlerine karsilik gelecektir.
(2) esitliginin sag tarafi asagidaki formu alir:

00 0 00
o |01 4 10

Koo vllal=20 4 16 4 0[a,] (4)
01 4 10
0 0 0 0]

Cizgisel yayih yiik durumu

Plak {izerinde bulunan q(x,y) yiki, x
dogrultusunda q(x) cizgisel yayili yiikii olarak
ifade edilebilirse, q(x) cizgisel yayili ylikiin
bulundugu smira karsilik gelen tanimlanan
sonsuz plak ¢okme yiizeyi ile yaptig1 virtiiel is
K(x,y) agirlik fonksiyonunu verecektir. q(x)
cizgisel yayil yiikii, tanimlanan sonsuz plagin
sinirlarma  gére bir boyutlu iki digimli
Lagrange interpolasyon polinomlar1 ile ifade
edilecektir:

2
q(x) = 2 qiLi (x) (15)
1

JaeoKeyax=[w, YL )dx  (16)

wi, q(x) ¢izgisel yayili yiikiin bulundugu siira
karsilik gelen, sonsuz plagin ¢okmeleri, q; ise
q(x) cizgisel yayil yiikiin diigiimlerdeki degeri
olmak iizere integrallerin hesaplanmasi sonucu
K(x,y) fonksiyonu bulunur. Bu durumda (2)
esitliginin sag tarafi agsagidaki formu alir:

[ aGoK(x, y)dx =
) 0O 0 0 0

5 0.05 13 33 13 0.05 an
02 52 132 52 02 q,,]
36D
0.05 13 33 13 02

0 0 0 0 0

Bolgesel yayih yilk durumu

Plak iizerinde bulunan q(x,y) yiikii, bolgesel
yayilh yiik halinde ise, bu durumda q(x,y)
bolgesel yayili yiikiin tanimlanan sonsuz plak
cokme ylizeyi yerdegistirmeleri ile yaptigi
virtiel 15, K(xy) agurlik fonksiyonunu
verecektir. q(x,y) bolgesel yayili yikd,
tanimlanan sonsuz plagin bolgelerine gore iki
boyutlu dort diigimlii Lagrange interpolasyon
polinomlart ile ifade edilecektir:

q(x,y) = quijox)Lj(y) (18)
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[[aCOK Gx, y)dxdy =

J-.[ Wi 22: ZZ: qszi (X)Lj (y)dxdy

i=1 j=I

(19)

wi, q(X,y) bolgesel yayili yiikiine karsilik gelen,
sonsuz plagin ¢okmeleri, g ise q(x,y) bolgesel
yayili yiikiin digliimlerindeki degeri olmak
lizere, integrallerin hesaplanmasi sonucu K(x,y)
agirlik fonksiyonu bulunur. Bu durumda (2)
bagintisinin sag tarafi (20) bagintisiyla verilen
formu alir.

[Jatx y)K(x, y)dxdy =

[0.0025 0.065 0.165 0.065 0.0025]

5 0.065 1.69 429 169 0.065

£ 0165 429 1089 429 0165 [q..]9)
0.065 1.69 429 1.69 0.065

10.0025 0.065 0.165 0.065 0.0025]

Sinir kosullar:

Plak  problemlerinin dig yiikler altinda
¢cOziimiinlin  saglanabilmesi i¢in diferansiyel
denklemin ¢6ziimii yaninda sinir kosullariin da
saglanmas1 gerekir. Burada, smir kosullari
olarak basit mesnetli ve ankastre mesnetli
durumlar incelenecektir.

Basit mesnetli durum

Basit mesnetli plak kenarinda ¢ékmeler (w=0)
ve o dogrultuda egilme momentleri (My=0 veya
M,=0) sifirdir. Basit mesnetli olarak verilen
plak, x ve y dogrultularinda ayni boyutlarda
sonsuz sayida stlirekli bir plak olarak
diisiiniilebilir. Plak ve iizerinde bulunan dis
yikler ise, basit mesnetli kenara gore
antisimetrik olarak siirekli plak iizerinde
bulunacaktir. Dolayisiyla siirekli plagi olusturan
her bir plak i¢in, basit mesnet kenarina esit
uzaklikta bulunan komsu plak diiglimlerinin
cokmeleri, birbirleriyle zit isaretli olarak sonlu
fark operatdriinde hesaba katilir.

Ankastre mesnetli durum

Ankastre mesnetli plak kenarinda ¢okmeler
(w=0) ve o dogrultuda donmeler (Ow/0x=0 veya
ow/0y=0) sifirdir. Ankastre mesnetli olarak
verilen plak, x ve y dogrultularinda ayn

boyutlarda sonsuz sayida siirekli bir plak olarak
diisiiniilebilir. Plak ve {iizerinde bulunan dis

yukler ise, ankastre mesnetli kenara gore
simetrik  olarak  siirekli  plak  {izerinde
bulunacaktir. Bu durumda simir kosullari,

ankastre mesnet kenarma esit uzaklikta bulunan
komsu plak diigtimlerinin ¢cOkmeleri,
birbirleriyle ayni isaretli olarak sonlu fark
operatoriinde hesaba katilirken, smir boyunca
olusan mesnet reaksiyon kuvvetleri ise bir
plagin reaksiyonunun iki kati biyiikligiinde
bilinmeyen olarak gelecektir. Bilinmeyen
reaksiyon kuvvetleri ig¢in ilave sonlu fark
denklemleri  ankastre = mesnet  boyunca
uygulanacaktir.

Ornekler

Gelistirilen sonlu fark yontemi ile gesitli plak
problemleri i¢in sayisal uygulamalar verilmistir.
(Coziimiin  sonuglar1, kapali ¢6ziimle bulunan
degerlerle (Timoshenko, 1964; Bares, 1979 ) ve
sonlu elemanlar yontemini kullanan SAP90
programi (Wilson ve Habibullah, 1989), ile elde
edilen sonuglarla karsilagtirmasi yapilmustir.

Ornek 1
Diizgiin yayili yilik etkisinde dort kenarindan

basit mesnetli kare plakta 6=a/4 ag kullanilarak,
v=0.3 i¢in ¢6ziim:

y v v vy
AN AN
d === +

|

3 2 i

o} 1 e 1 I

Z i Z I &y
|

3 2 i

LT EEE P T
a

Iy Iy
T T

Sekil 3. Diizgiin yayili yiik tasiyan 4 kenari
basit mesnetli plak

Onerilen yontemin denklem takimi:

892.8w; -1036.8w, -140.8w; =72 q5*D
-259.8w; +822.4w, -518.4w; =66 q8*/D
352wy -518.4wy  +892.8ws =60.5 ¢8*/D

dir. Coziim sonuglar1 asagida verilmistir:



Ince plaklar

Onerilen  Kapali SAP90  Carpan
yontem  ¢Oziim 16 S.E.
W1=Wmax 0.004058 0.004057  0.004046 qa*/D
wo=0.002934 0.002950 0.002904 qa*/D
wi=0.002130 0.002170  0.002094 qa*/D

Ayni problemin SAP90 programi ile 16 sonlu
eleman kullanarak elde edilen ¢oziimiiniin
sonuclar1 da verilmistir. 64 eleman kullanarak,
W1=Wmax=0.004060 ga*/D bulunmustur.

Ornek 2

Ortasinda P tekil yiik tasiyan dort kenarindan
basit mesnetli kare plakta 6=a/4 ag kullanilarak,
v=0.3 i¢in ¢0zim:

AN AN
{ ————— +
2 |
3 D |
Q- o § !
—> Z I |
|
3 |
= |
| eemmm—————o 4
a

<
<

Sekil 4. Ortasinda P tekil yiik tasiyan 4 kenart
basit mesnetli plak

Onerilen yontemin denklem takimi:

892.8w; -1036.8w, -140.8w; =32 P&¥/D
259.8w; +822.4w, -518.4w; = 8 PS¥YD
352w, -518.4w, +892.8w; = 2 PS§¥D

ve denklem takiminin ¢oziimiinden:

Wi= W= 0.011304 Pa’/D
w, = 0.007160 Pa*/D
w3 = 0.004743 Pa*/D

bulunur. Analitik ¢6ziimle bulunan deger
W1=Wmax=0.01160 Pa*/D dir. Onerilen yontem
ile bulunan degerle karsilastirildiginda %2.5
hata vermektedir. SAP90 programi ile 16
eleman kullanarak w;=0.01269 Pa’/D ve 64
eleman kullanarak w;=0.01194 Pa®/D degerleri
bulunmustur.

Ornek 3

Orta alanda a/2xa/2 lik kismi q diizglin yayil
yik etkisinde dort kenarindan basit mesnetli
kare plakta 06=a/4 ag kullanilarak, v=0.3 i¢in
¢Ozim:

PR N W
i
PR N W

3
T

Sekil 5. Orta alanda q diizgiin yayu yiik tasiyan
4 kenart basit mesnetli plak

Onerilen ydntemin operatorii uygulanarak:

892.8w; -1036.8w, -140.8w; =60.5¢8"/D
-259.8w; +822.4w, -518.4w; =33¢8Y/D
352wy -518.4w,  +892.8ws =18q5%/D

denklem takimu elde edilir. C6zliim sonucu:

wi = 0.002128 ga*/D
ws =0.001467 qa*/D
w3=0.001014 qa*/D

bulunur. Navier yontemi ile analitik ¢oziimle;

w1 = 0.002131 g(a)*/D
w> = 0.001468 q(a)/D
w3=0.001015 g(a)”/D

degerleri bulunur.

Ornek 4

Diizgiin yayili yilik etkisinde dort kenarindan
ankastre kare plakta &=a/4 ag kullanilarak,
v=0.3 icin ¢Oziim:(Gelistirilmis sinir kosullari
kullanilmast  durumunda ankastre mesnet
boyunca reaksiyon kuvvetleri R; ve R, de
bilinmeyen olarak dikkate alinacak ve bu
digiimler  de sonlu fark operatorii
uygulanacaktir)



A. Ergiin, N. Kumbasar

2 1 1 1 X
R, \R, \R.| T
T e
: R, : ; ; \Rl <
ol R2 Rz-o-

\R, \R, \R,
a +

d
T

Sekil 6. q diizgiin yayili yiik etkisinde dort
kenarindan ankastre kare plak

Onerilen yontemin denklem takimi:

Wi W) wi  Ri8Y R8Y qdY

D D D
892.8 -1036.8 -1408 +0  +0 =72
2592 +880.0 -4352 +16  +8 =72
352 -4352 +1011.2  +8 +32 =72
+57.6 -4352  -140.8 +64 +32 =72
+41.6 9.6 4352 +16 +72 =72

olusturulur ve denklem takiminin ¢éziimiinden:

w1=0.001244 qa*/D
w>=0.000739 qa*/D
w3=0.000448 qa*/D
R;=0.1129 qa’
R,=0.0703 qa’

Analitik ¢6zlimle bulunan degeri, gelistirilmis
sonlu farklarla yapilan ¢oziimle
karsilastirildiginda; w;=(W)ma=0.001263 qa4/D
hata %1.9 dur. SAP90 programu ile 16 elemanla
WI=Wnax=0.001461 qa*/D ve Wi=Wpu,=0.00132
qa*/D degeri 64 elemanla bulunmustur.

Ornek 5

Diizglin yayil1 yilik etkisinde iki karsilikli
kenarindan basit mesnetli, diger kenarlarindan
ankastre b/a=2 olan plakta d=a/2 aralikli ag
kullanilarak v=0.3 i¢in ¢6zim:

R,

.
-4

Sekil 7.1ki karsilikli kenarindan basit mesnetli,
diger kenarlarindan ankastre plak b/a=2

Denklem ¢o6ziimii ile bulunan sonuglar;
WI=Wmax=0.008230 qa’/D, w,=0.005192 ga*/D
R=04016 qaz, analitik ¢oziimle bulunan sonug
W1=Wmax=0.008443 qa4/D ile karsilastirildiginda
%?2.5 hata bulunmustur. Problemin 6=a/4 aralikli
ag kullanilarak gelistirilmis sonlu farklar
¢Ozimi ile W;=wp,=0.008427 qa4/D sonucu
bulunarak analitik ¢6ziimle hemen hemen ayni
degerler elde edilmistir.

I¢ kuvvetler

I¢ kuvvetlerin tiirevli ifadeleri, plagin segilen
ag diigiimlerinde ¢okmelere bagl diferansiyel
biiyiikliiklere gore Szilard (1974)’da verilen,
bir degiskenli tiirevlerin sonlu farklarla ifadesi
kullanilarak bulunabilir. Daha az ag diigim
kullanilarak ¢Ozimi bulunan plak
cokmelerine bagli i¢ kuvvetlerin, kapali
coziimlerle elde edilen degerlere yaklasikligi,
plak ¢Okmelerinin yaklasikli§i kadar hizh
degildir. I¢ kuvvetlerin daha hassas elde
edilebilmesi i¢in, az sayida segilen ag
diigiimleri ile gelistirilmis sonlu farklar
yontemi ¢Ozlimiiyle bulunan plak c¢okme
degerlerinin ara ag diiglimlerindeki degerleri,
Lagrange interpolasyon  polinomlarindan
yararlanilarak, yeniden denklem takim
olusturmadan, kolaylikla hesaplanabilir.

Diizgiin yayili yiik etkisinde dort kenarindan
basit mesnetli kare plagin 6=a/4 aralikli ag
kullanilarak v=0.3 i¢in gelistirilmis sonlu farklar
yontemi ile ¢oziimii yapilmig wi=0.004058 qa¥/D,
w=0002934 qa'D, ws0002130 qa’D degerleri
bulunmustur. 8=a/4 ag i¢in 1 diiglimiinde egilme
moment ifadeleri:
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-D
(Mx)mn 82 [(wm+1n _Zwm,n +Wm—l,n)
+ V(Wm,n+1 - 2W m,n + Wm,n—l )] (21)
(My )m,n [( mn+l Wm,n + Wm,n—l )
+ V(W m+ln 2Wm,n + Wmfl,n )] (22)
-D
M,, = —-[(2x0.002934 -2 x 0.004058)
)
qa’
+0.3%(2x0.002934-2x0.004058))=—  (23)
M, =+0.04676 qa” = My,
bulunur. Anahtlk ¢Oziim sonucu

M x=M;,=+0.0479 qa dir. SAP9O ile 16 eleman
kullanarak M;,=M;, =+0.0501 qa ve 64 eleman
kullanarak M;,=M;,=+0.0501 qa bulunmustur.
Sayet Lagrange interpolasyon polinomlarindan
yararlanilarak ara ag diiglimlerinde, baslangica
gore x=y=0/2=a/§ de Lagrange fonksiyonlar
kullanarak ¢cokme degeri hesaplanirsa:

Wis2=(-.15625x0.002934+0.703125x0.004058
+0.46875x0.002934)qa*/D=0.00377 qa*/D

bulunur. wy-5,=0.00377 qa4/D degeri ile 1 nolu
merkez diiglimiinde, egilme momenti ifadeleri
A=0/2=a/8 i¢in yeniden hesaplanirsa:

M, = ;—?[(2)(0.00377 —2x0.004058) +

+0.3x(2x0.00377 - 2x0.004058)] %~
M= M}, =+0.0479 ga’

analitik ¢oziim sonucuyla, tim basamak
degerleri ile dogru olarak bulunur.

Sonuclar

Gelistirilen sonlu fark yontemi, diger sonlu fark
yontemleriyle (klasik, ip poligonu gibi)
karsilastirildiginda sonlu fark ifadesinin farkh
oldugu goriiliir. Orneklerden goriildiigii gibi,

gelistirilmis sonlu farklar yontemi ile yapilan
cozlimler  sonucu, plak  problemlerinin
cOziimlerinde, diger sayisal yontemlere gore
oldukca yiiksek hassasiyet ve performans
saglanmistir.

Gelistirilmis sonlu farklar yontemi, klasik sonlu
farklar yontemi gibi formiilasyonu basit, cok
yonlii ve kullanighdir.

Daha sik ag kullanilarak elde edilen sonuclar
yaklasikliga fazla etki etmemektedir. Ayrica her
tirli yik durumu igin ¢oziimlerin bulunmasi
kolaylasmistir. Problemlerin ¢6ziimii i¢in ¢ok
sayida ag diiglimlerine ihtiya¢ duyulmadigindan,
ozellikle elle ¢oziimler i¢in uygundur. Oysaki;
gerek diger sonlu farklar yontemlerinde, gerekse
sonlu  elemanlar  yontemi  ¢Oziimlerinde
yakinsaklig1 saglamak icin ¢ok sayida bilinmeyen
gerektiginden bilgisayar programima ihtiyag
duyulur. Bu o6zelligi sayesinde plak teorisi
derslerinde yardimer metot olarak kullanilir.

I¢ kuvvetler, ag diigiimlerinde bulunan wp,
cokme degerlerine bagli olarak sonlu fark

ifadelerinden  hesaplanildiginda, pek c¢ok
durumda kabul edilebilir sonuglar elde
edilmektedir.

Ankastre mesnet sinir kosullarinda ¢okmedeki
hatanin %2 mertebesinde olmasimin nedeni,
Betti teoreminde kesin degeri bilinmeyen
mesnet tepkilerinin iginin hesaplanmasindan
kaynaklanmaktadir.

Bosta kenar sinir kosullar i¢in de, gelistirilen
sonlu fark yoOnteminin ¢ikartilmasi prensibine
uygun, sonlu fark operatdrii hesaplanarak
cOziimler elde edilebilir.

Semboller

Li(x), Li(y) :Lagrange fonksiyonlar

w(x,y) :Plak ¢6kme yiizeyi

wi(x,y) :Tanimlanan sonsuz plak ¢cokme yiizeyi
wij :Ag diigiimlerinde ¢okme degerleri

qx.y) :Plak diizlemine dik yiik

qij :Ag diigiimlerinde plak yiik bileseni

[A] :Diferansiyel operatoriin sonlu fark ifadesi
o :Sonlu fark aralig
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D :Plak egilme rijitligi

m, n :Sonlu fark ag diigiimleri

Pi(x,y) :Tamimlanan sonsuz plak ¢6kme
yiizeyini olusturan bolge dis yiikleri

Vix), Vi(y) :Tammlanan sonsuz plak ¢ékme yiizeyini
olusturan bolge sinirlarindaki esdeger
kesme kuvvetler
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