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Plaklarin hesabi i¢in gerilme sec¢imli hibrid bir sonlu eleman

Kutlu DARILMAZ *, Nahit KUMBASAR
ITU fnwat Fakiiltesi, fn§aat Miihendisligi Boliimii, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Gerilme secimli hibrid sonlu eleman yontemi, eleman iginde denge denklemlerini saglayan gerilme alam
se¢imi ile eleman sinirlarinda uyumlu yer degistirmelerin se¢imi ilkesine dayanmaktadir. Calismada ince ve
orta kalinlikta plaklarin ¢oziimii icin 8 noktali, genel bicimli, gerilme secimli hibrid bir dértgen plak sonlu
eleman gelistirilmistir. Formulasyon Hellinger-Reissner ilkesi esas alinarak elde edilmistir. Eleman her
diigiim noktasinda ii¢ adet olmak iizere toplam 24 serbestlik derecesi icermektedir. Elemanin
gelistirilmesinde kalinlik dogrultusunda kayma sekil degistirmelerinin etkisini de goz oniine almak igin
Reissner-Mindlin plak teorisi esas alinmistir. Gelistirilen eleman ile literatiirdeki ¢alismalarda bulunan
¢cesitli ornekler ¢oziilmiis ve uyumlu sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hibrid sonlu eleman yontemi, plak, statik hesap.

An assumed stress hybrid element for analysis of plates
Abstract

Finite element method, models a structure as an assemblage of small elements. An important ingredient in a
finite element analysis is the behavior of the individual element. In displacement based finite element,
formulation of element stiffness matrix depends on interelement-compatible displacement field interpolation.
Finite element method based on the assumed-stress hybrid method is a way of formulating a stiffness matrix
by use of independent assumptions of an equilibrium stress field within the element and interelement
compatible displacement modes on the element boundary. Mathematically the method can be stated as a
modified complementary energy principle. In this study an 8-node quadrilateral assumed-stress hybrid plate
element is presented. The Element has eight nodes and twenty four degrees of freedom. At each node of the
element one displacement and two rotations are taken as unknowns. The element uses the Reissner-Mindlin
plate theory, which takes into account the transverse shear effects. To check the the accuracy of the finite
element, various examples are solved numerically and compared with the other element solutions . The
results obtained from numerical examples demonstrate that the element alleviates the locking phenomenon
and produces accurate solutions, has desirable convergence which are in a good agreement with other state-
of-the-art element solutions.

Keywords: Hybrid finite element method, plate, static analysis.
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Giris

Plaklarin ¢6ziimii i¢in sonlu elemanlar yonteminin
kullanim1 sonlu elemanlar yonteminin yaygin
olarak kullanilmaya baglandig1 yillara kadar
gitmektedir ve gliniimiize kadar bu konuda birgok
calisma bulunmaktadir (Bell, 1969; Irons, 1969).
Bu c¢alismalarin ¢ogunlugu, sekildegistirmeden
once orta diizleme dik olan kesitlerin sekildegistir-
meden sonra da orta diizleme dik kaldiklarini
varsayan ince plak teorisine (Kirchoff plagi)
dayanmaktadir.

Plak kalinlig1 arttikca kalinlik dogrultusundaki
kayma sekil degistirmelerinin, plak sekil degis-
tirmeleri tizerindeki etkisinin arttig1 bilinmektedir.
Literatiirde bu etkilerin gézoniine alindig1 yine
bir¢ok calisma bulunmaktadir, (Bergan ve Wang,
1984; Verwood ve Kok, 1990). Bu calismalarda
cogunlukla Reissner/Mindlin teorisi esas alinmustir.
Bu teoriyi kullanarak gelistirilen elemanlar ile
ilgili en biiyiik problem kalinlik/a¢iklik oraninin
cok kiiciik olmasi durumunda "kayma kilitlen-
mesinin" ortaya ¢ikmasi ve gercekte oldugundan
daha rijit davranisg gosteren, hatali sonuglarin elde
edilmesidir. Bu sorunun agilmasi i¢in integrasyon
noktalarinin azaltilmasi yontemi (Hughes, Taylor
ve Kanoknukulchai, 1977; Pugh, Hinton ve
Zienkiewicz, 1978), kisitlayict yontemler (penalty
methods) (Zienkiewicz, 1979), enerji dengelemesi
yontemi (Fried, 1974) ve karma formulasyonlar
(Lee ve Pian, 1978) gibi cesitli yoOntemler
kullanilmaktadir. Bu ¢alismada ise yukarida adi
gecen yontemlerden karma formulasyonlar
sinifina giren gerilme se¢imli hibrid eleman
yontemi kullanilmistir.

Genel bagintilar

Sonlu elemanlar yontemi yiizeysel tasiyici
sistemlerin ¢oziimiinde oldukca yaygin olarak
kullanilan  yaklasik  yontemlerin  basinda
gelmektedir. Bu yonteminin gelismis bir bigimi
olan hibrid sonlu eleman ydnteminin gerilme
secimli ve yerdegistirme se¢imli olarak uygula-
nabildigi cesitli calismalarda gosterilmistir (Chieslar
ve Ghali, 1986; Cheung ve Chen, 1989).

Gerilme sec¢imli hibrid sonlu eleman yonteminde
eleman bagintilarin1 elde etmek i¢in denge

denklemlerini saglayan i¢ kuvvet alani ile
geometrik  uygunluk  kosullarim1  saglayan
yerdegistirme alanlar1 birlikte kullanilmaktadir.
Bu bagmtilarin elde edilmesinde kullanilan
fonksiyonellerden olan Reissner-Hellinger ilkesi
esas aliarak elde edilen:

1

M = [ 1o]" [P} u} -3 o) "o} v

' T T (1)
Tty (v - {a)" (R}

fonksiyonelinin minimum olmasi gerekmektedir.
Fonksiyonelin:

J[ {6} [0t} - 3o} I8}o) v

\%

boliimii i¢ kuvvetlerin isini,

J{u}" {Fyav +{aq}" (R]

v

bolimi {R} diigliim noktas1 bilinmeyenleri
dogrultusunda etkiyen dis yiik vektorii olmak
tizere dis kuvvetlerin igini gdstermektedir.

[D] diferansiyel islemci olmak iizere:

{ej =[D}{uj @

biciminde sekildegistirme yerdegistirme iliskisi,
[S], elastisite matrisinin tersi olmak iizere:

te} =[S]{o} 3)

biciminde sekil degistirme i¢ kuvvet iliskisi
bulunmaktadir. Eleman i¢inde denge denklemlerini
saglayacak bi¢cimde, alan degiskenlerine bagh
olarak secilen i¢ kuvvet matrisi {c}:

{o}=[P{B} “4)

seklinde yazilabilir. Burada {B} bilinmeyen
parametrelerden olusan kolon matris, [P] ise
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koordinatlara bagli eleman i¢inde gerilmelerin
degisimini gosteren bir dikdortgen bir matrisdir.
Simirlar boyunca geometrik uygunluk kosullarini
saglamak amaciyla diigiim noktalarinda komsu
elemanlara iliskin u¢ yerdegistirmelerinin bir-
birine esit olmasini1 saglayacak bi¢cimde secgilen
yerdegistirme fonksiyonu:

{uj=[N]{q} ®)

olarak almabilir. [N] smirlar boyunca bi¢im
fonksiyonlarindan olusan matrisi, {q} digim
noktalarindaki yerdegistirme bilesenlerinden olusan
kolon matrisi gostermektedir. Eleman iginde
denge denklemlerini saglayacak bigimde secilen
{o} i¢ kuvvetlerinin smirlar tizerindeki bilesenleri,
[#] sinirlarin dogrultu kosiniislerinden olusan
matris olmak iizere:

{osj=[n]{c} (6)

seklinde hesaplanabilir. (4) bagintis1 kullanilarak:

{osj=[n][P1{B} (7

elde edilir. Yik terimlerinin etkisi daha sonra
gdzoniine alimmak tizere, (5) ve (7) bagintilari
kullanilarak I'lgry fonksiyoneli yeniden diizenle-
nirse:

Mg = [{B)' [P]' []' [N]{ajds

S

1 TrpT ®
-~ {8} [T [S][P]{B}av
\Y%

bigimini alir.

(1] = [[P]" [s][Plv )
v

[G]=[[P]" []" [Nas (9.b)
S

olmak iizere; OI1=0kosulu saglanmasi
e ol e oy

gerektiginden a_Bl =0 esitligi ile:

[H][B] =[G i) (10)

bagintisi elde edilir. Bu bagintidan elde edilen

[8]=[H]" [G]{a}

esitligi kullanilarak fonksiyonel diizenlenirse:

(In

M =3ta) [0 [1]'[6] fa} (12)

bicimini alir. [K] rijitlik matrisi olmak iizere:

[]=[c] [H]"[G] (13)
tanimi ile Iy fonksiyoneli:
e =5 o] [KJo] (14)

bi¢iminde elde edilir.

Plak sonlu eleman

Sekil 1'de yerel koordinatlar1 ve sekiz diigiim
noktas1 ile verilen bir izoparametrik dortgen
sonlu eleman i¢in kayma sekildegistirmelerini
de go6zoniine alabilmek iizere diiglim noktasi
yerdegistirmeleri; yalnizca x ve y koordinatlarmin
fonksiyonu olarak; 0y, 0, donmeleri ile w ¢okmesi
biciminde, bagimsiz degiskenler olarak segilmistir:

[l ={weey) 0,.0y) 0,660}  (15)

Sekil 1. Plak sonlu eleman

Gerilme se¢imli hibrid sonlu eleman yonteminde
ic kuvvet alanit eleman yerel koordinatlarina
baglh olarak sec¢ilmektedir. Bu sec¢im islemi
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sirasinda Oncelikle i¢ kuvvetlerin degisimlerini
tanimlayan polinomlar secilmekte, daha sonra
denge denklemlerini saglayack bicimde polinom-
larin katsayilariin sayisi indirgenmektedir. Plak
denge denklemlerini saglayacak bigimde sec¢ilen
i¢c kuvvetler (16) bagintilarinda verilmektedir:

Qx =Bas +Bac +PBa7x —B3gx +Prgy +2B4gy

+3B30x% /2~ Baox® / 2+ B3 xy — 3Buzxy + 3oy’

Qy =B +PBas +P3gx +2P47x —Po7y
2 2
B39y +Pa1x” +3Pg9x” —3P30xy
2 2
+BaoXy +P31y" /2+3By3y
(16)

2
My =Bog +BosX +Bogy +Br7x” +PogXy

2 3 2 2 3
+B29y” +B30X” +B31X7y +B3axy” + B33y

2
My =B34 +B3s5x + P36y +B37x" +P3gxy

2 3 2 2 3
+B39Y" +BagXx” +P41Xy +Barxy” +PBazy

2
Myy =Bag +Basx +Pagy +Pa7x” —Posxy
2 3 2
—B3oxy +Bagy” +Bagx” —3P30x"y/2
2 2 2 3
—BapxTy/2=B31xy” /2 -3B43xy" /2+B5py

Gerilme se¢imli hibrid elemanlar yonteminde {p}
katsayilarinin sayis1 arttik¢a olusturulan eleman
davranis1 rijitlesmekte, kenarlarda secilen yer-
degistirme bi¢imi karmasiklastikca yumusamak-
tadir. Bu nedenle gerilme sec¢imli hibrid eleman
yonteminde secilen i¢ kuvvet alani ile yerdegis-
tirmelerin uyumu eleman davranisinin belirlen-
mesinde 6nemli olmaktadir. Sekildegistirmeler
ile ickuvvetlerin iliskisini gdsteren [S] matrisi
egilme ve kayma etkilerini yansitan terimlerden
olugsmaktadir. Egilme etkisini gosteren sekil
degistirme-gerilme matrisi:

12 12
—3 V-3 0
Eh Eh
12 12 (17)
[Segilme]: AT R—" 0
0 24(1+v)
I Eh®

Kayma etkisini gosteren sekil degistirme-ic¢
kuvvet matrisi:

52(1+v) 0
6 Eh
S = 18
[kayma} 52(1+V) (18)
6 Eh
seklindedir.

[P] ve [S] matrisleri belirlendikten sonra [H]
matrisi (19) bagintisi ile elde edilir:

S][PldA

(19)

=0Tl
> S ww; [p] [s][P]

i=11=1

—.

Eleman tizerinde herhangi bir noktanin bulundugu
koordinatlar, &, n ile gosterilen dogal koordinatlar
cinsinden tanimli bi¢cim fonksiyonlar1 ve yerel
koordinatlardaki diiglim noktas: koordinatlarina
bagli olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

(20)

||
M=
zl

i (En)x;

,_.
Il
—_

(1=1,4)

<
I
M=
Zl
—
g
E

,_.
Il
—_

)Yi

Eleman diizlemindeki bir noktanin koordinat-
larinin, kose nokta koordinatlarina bagli olarak
belirlenmesinde kullanilan bi¢gim fonksiyonlar1
(21)’de verilmektedir:

N, =(1-&)(1+n)/4
N3 =(1-¢)(1-n)/4 1)
Ny =(1+¢&)(1-n)/4
Secilen gerilme alaninin, secilen  sekil

degistirmeler lizerinde yaptig1 isi gosteren [G]
matrisi, i¢ kuvvetlerin sinirdaki bilesenleri:
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o} ={Q My My} (22)
{os} =[Ts]{o} =[Ts |[P]{B} (23)
ve yerdegistirmelerin sinirdaki bilesenleri:
{ug} =[Tu {u} =[Tu][N}a) (24)
olmak iizere,
[6]=[[P]" [T5]" [T, ][N] as

S 25)

=S [P] T[T N,

i=l

seklinde kenarlar iizerinde integral ile elde
edilmektedir.

Elde edilen [H] ve [G] matrisleri yardimiyla
(13) bagintis1 kullanilarak eleman rijitlik matrisi
olusturulur. [K] eleman rijitlik matrisinde j nolu
kolon, j nolu serbestlik degeri bir, diger serbestlik
degerleri sifir iken diiglim noktast serbestlikleri
dogrultusunda etkiyen u¢ kuvvetlerinden olusan
vektorii  gostermektedir. Serbestlik derecesi
kadar denklem bulundugundan dolay1 [K] matrisi
kare bir matristir. Gelistirilen elemanda [K]
matrisi 24x24 boyutundadir. [K] matrisi eleman
yerel koordinatlarinda elde edilmis bir matristir.
Genel eksenlerdeki eleman rijitlik matrisi (26)
bagintist ile elde edilmektedir. Burada [t] dogrultu
kosiniislerinden olusan doniistim matrisidir.

(K, =[] [K][]

(26)
Eleman yiik vektorii {F}; ’nin déniisiimii de:

(27)
seklinde gerceklestirilmektedir.

Sayisal ornekler

Bu boliimde, gelistirilen sonlu eleman (HBQS)
kullanilarak ¢esitli 6rnekler ¢oziilmiistiir. Elde
edilen sonuglar ¢esitli ¢alismalarin sonuglar1 ve

analitik ¢O0ziim sonuclar1 ile karsilastirilarak
gelistirilen elemanin yaklasiklik derecesi belir-
lenmeye ¢alisilmustir.

Ornek 1

Bir ¢ok calismada ¢6ziimii yapilan ve boyutlari
Sekil 2’de verilen egrisel konsol kiris bos uca
etkiyen diizlemine dik dogrultuda birim yiikleme
altinda ¢oziilmiistiir.

Sekil 2. Egrisel konsol kirig

Yiikleme dogrultusundaki yerdegistirme degeri
elde edilmis, analitik ¢6ziim ve Aminpour
(1992)’deki sonuglar ile karsilastirmali olarak
Tablo 1 ve Tablo 2’de verilmistir. Coziimlemede
kullanilan sayisal degerler: ri; =4.12, rqy =4.32,
Genislik (b) =0.1, E=107, v=0.25 olarak almmustir.

Tablo 1. Elde edilen sonuclarin analitik ¢oziim
ile karsilastirilmasi

HBQS
0.49613

Analitik Coziim
0.5022

Tablo 2. Ornek 1 sonuclarimin diger ¢éziimler
ile oransal karsilastirmasi

QUAD4 AQRS8 HBQS8
0.951 0.956 0.988
Ornek 2

Orta noktasma tekil ytlik etkiyen basit mesnetli
kare plak iki farkli h/L orani ve farkli sayida
sonlu eleman ag1 icin ¢oziilmiistiir. Simetriden
yararlanilarak sistemin 1/4’ii modellenmistir.
Sekil 3’de hesap modeli gosterilmektedir.

Elde edilen sonuglar Timoshenko ve Woinowsky-
Krieger (1970)’de verilen analitik ¢6zlime oran-
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lanarak grafiksel bi¢imde Sekil 4’de verilmektedir.
Ayn1 grafikte farkli plak h/L oranlar1 i¢in
sonuglar bulunmaktadir. Goriildiigii tizere h/L’nin
kiiclik degerleri icin kayma kilitlenmesi ortaya
citkmamakta ve ince plak teorisi ile uyumlu
sonuglar elde edilebilmektedir.

x

L

Sekil 3. Basit mesnetli kare plak

-0~ h/L=0.025
-A-h/L=0.0025|

w/wanalitik

Sekil 4. Tekil yiik etkisindeki basit mesnetli kare
plakda farkli eleman sayilart icin W/'Wanaiisi
orani

Ornek 3

Diizgiin yayili yiik etkisindeki dort kenarindan
ankastre mesnetli kare plak, farkli sayida sonlu
eleman ag1 icin ¢ozilmistir. Sekil 5°de
simetriden yararlanilarak 1/4’  modellenen
sistem gosterilmektedir. Sekil 6 ve 7’de orta
noktadaki ¢Okme degeri farkli sonlu eleman
sayilar1 i¢in Ibrahimbegovic (1993)’de verilen
eleman ile karsilagtirmali olarak Timoshenko ve
Woinowsky-Krieger (1970)’de verilen analitik
¢ozlime oranlanarak verilmektedir (E=1000, h=0.1,
L=4, v=0.3).

L

Sekil 5. Dort kenarindan ankastre mesnetli kare
plak

1.2 5

115

114

w/wanalitik
o
[$)]

0 40 80 120 160 200 240 280 320
Digum noktasi sayisi

Sekil 6. Orta nokta w yer degistirme degerlerinin
analitik ¢oziime orant

M/Manalitik

120 160 200 240

0 40 80
Digum Noktasi Sayisi

Sekil 7. Orta nokta M, degerlerinin analitik
¢coziime orani

A-B dogrusu boyunca 8x8 eleman ag1 kullanarak
elde edilen My momenti degisimi, analitik ¢6ziim
ile karsilagtirmali olarak Sekil 8°de verilmektedir.
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=~ Analitik C6zim
---HBQS8

B

Sekil 8. A-B dogrultusunda M, degisimi

Karsilagtirmalardan goriildigi gibi gelistirilen
elemanla elde edilen ¢oziimler hem analitk ¢6ziim
hem de karsilastirmada kullanilan eleman
¢Oziimleri ile uyumludur.

Ornek 4

Ornek 2’deki sistem farkli sayida sonlu eleman
ag1 i¢in diizglin yayih yiik etkisinde ¢ozlilmiistiir.
Orta noktada elde edilen en biiyilk ¢okme ve
moment degerleri, Timoshenko ve Woinowsky-
Krieger (1970)’de diizglin yayili yiikle yiiklii
basit mesnetli kare plak icin verilen degerlere
oranlanarak Sekil 9 ve Sekil 10°da verilmistir.

Karsilastirmalardan gorildiigii gibi 2x2 eleman
ag1 icin orta nokta ¢okme degerinin analitik ¢oziime
gore bagil hatast %2.2 dolaylarinda olurken,
8x8 eleman agi i¢in bu deger % 0.2 olmaktadir.
Benzer karsilastirma My moment degerleri i¢inde
yapilirsa 2x2 eleman ile %35.7, 8x8 eleman ag1
icin %0.3 bagil hata bulunmaktadir.

1.000 -

] w/wanalitik=0.998
0995 +--—---———-—x=—"-----— -

0.990

w/wanalitik

0.985

0.980

0.975 - ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
Eleman Sayisi (n)

Sekil 9. Farkli eleman sayilart igin orta nokta
¢okme degerlerinin analitik ¢oziime oranlar

1.00
0.99

] M/Manalitik=0.997
0.98 + -/

0.97 F -

M/Manalitik

0.96 -
0.95 -

0.94 ° ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
Eleman Sayisi (n)

Sekil 10. Farkli eleman sayilart i¢in M,
degerlerinin analitik ¢oziime oranlart

Ornek 5

Sonlu eleman aginin diizensiz olmasinin sonuglar
tizerindeki etkisini gozlemleyebilmek igin orta
noktasina tekil yiik etkimekte olan, Sekil 11°de

gosterilen ankastre mesnetli  dairesel plak
¢Oziilmistiir.
Elde edilen sonuclar karsilagtirildiginda,

Ibrahimbegovic (1993)’de verilen eleman ile
uyumlu oldugu ve sonlu eleman aginin diizensiz
oldugu duruma 6rnek olarak ¢oziilen problemde

yakinsamanin saglanabildigi goézlemlenmistir
(Sekil 12).
2y 2y

a) 12 Eleman b) 48 Eleman
(h=0.1, E=10.92, v=0.3, P=40)

Sekil 11. Merkezinde tekil yiik etkisinde ankastre
mesnetli dairesel plak

Sonuglar

Calismada ince ve orta kalinlikta plaklarin
¢Oziimii icin 8 noktali, genel bi¢imli, gerilme
secimli hibrid bir dortgen plak sonlu eleman
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gelistirilmistir. Coziilen 6rneklerden elde edilen
sonuglar literatiirdeki diger caligmalar ve analitik
coziimler ile karsilastirildiginda miihendislik
acisindan yeterli yaklasiklikta ve uyumlu sonug-
larin elde edildigi goriilmektedir.

20500 -
20400 -
20300 -
20200 -
20100 -
20000 -
19900 -
19800 T

0 50 100 150 200 250

Toplam Eleman Sayisi

Sekil 12. Dairesel plakta orta nokta yer degistirme
degerinin eleman sayisina bagl degisimi

Plagin kalinlik/agiklik oraninin ¢ok kiigiik olmasi
durumunda bile sonuglar ince plak teorisi ile
elde edilen sonucglara yaklasabilmekte, kayma
kilitlenmesinin ortaya ¢ikmadigi bir ¢6ziim elde
edilmektedir.

Eleman rijitlik matrisinin elde edilmesi sirasinda,
gerilme secimli hibrid sonlu elemanlar yonteminde
yerdegistirme esasli sonlu elemanlara gére daha
fazla islem gerekiyorsa da benzer elemanlarin
kullanilmas1 durumunda, eleman rijitlik matrisinin
bir kez elde edilmesi yeterli olacak ve yine benzer
elemanlarin kullanildig1 yerdegistirme esasli sonlu
elemanlar ile ayni ¢oziim siiresine ulasilacaktir.
Ayrica kayma kilitlenmesinin ortaya ¢ikmamasi
ve daha iyi sayisal yaklasikligin saglanmas1 hibrid
elemanin bu sakincasini karsilar niteliktedir.

Sistemin ¢6ziimii i¢in olusturulan sonlu eleman
agmin diizglin olmamasi, sonuglar1 diger
caligmalardaki diizeyde etkilemekte ve yeter
yaklagiklikta sonuclara ulasilabilmektedir.

Hibrid Sonlu Eleman Yontemi kullanilarak elde
edilen eleman, bilinmeyenler olarak deplasman
esaslt olanlarla ayn1 oldugundan bu tiir eleman-
larla beraber kullanilabilmektedir.
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