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Tekil degerlerin ayristirilmasi (TDA) yontemi ile duyarlilik
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Ozet

Bu ¢aliymada, lineer cebirin araglarindan olan Tekil Degerlere Ayristrma “TDA” (Singular Value
Decomposition, SVD) metodu, yapisal sistemlerin tasarim duyarliligi analizlerine uygulanarak TDA'ya
dayali duyarliik analizi yontemi gelistirilmistir. Bir yapisal sistemin tekil degerlerinin sekillendirilmesi, ayni
zamanda sistem cevabinmin belirlenmesi anlamina gelmektedir. Buradan hareketle, gelistirilen TDA'va dayali
duyarlilik analizi yontemi ile mevcut klasik tasarim duyarliligi metodlarimin statik, dinamik analizler, ¢oklu
yiikleme hali ve yapisal giirbiizliik gibi alanlarda karsilastirmalar: yapimig ve yontemin performanst sayisal
ornekler iizerinde denenmistir. Yontemin belli alanlarda klasik metodlara gére daha fazla bilgi acgiga
¢ctkarmasinin yam swra, hesaplamali alanda islemci siiresi ve hafiza kullamiminda biiyiik avantajlara sahip
oldugu goriilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Tasarim duyarlilik analizi, tekil degerler, tekil degerlere ayristirma, en kotii yiikleme
hali, yapisal giirbiizliik.

Design sensitivity analyses of structures based on singular value decomposition
Abstract

In this study, the singular value decomposition (SVD) is employed for design sensitivity analyses of
structures. As the squares of singular values are the bounds of power, energy and power spectral density
ratios between the input and output vectors, shaping the singular values of a structure. is equivalent to
shaping the response of the structure. Comparison is made of the proposed sensitivity analysis based upon
the SVD with static and dynamic responses, and eigenvalue design sensitivity analyses. The issues such as
structural robustness, worst loading case and multiple load cases are studied. As shown, design sensitivity
analyses based upon the SVD can give good insight into static and dynamic response characteristics of
structures. Several numerical examples are also presented to illustrate the proposed approach. As a result,
the SVD based analysis is compared with the classical techniques yield more information and
computationally advantageous particularly in case of multiple load cases, finding worst case loading and
sensitivity bounds of a structure. Another advantage of this method is that it is well suited for finite element
method equations which is the most popular method among computational methods especially in modeling
continuous structures. That’s why the proposed method can be applied to sensitivity and optimization
algorithms of well-known commercial analysis softwares such as Ansys, Nastran etc.

Keywords: Design sensitivity analysis, singular values, singular value decomposition, wost case loading,
structural robustness.
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Giris

Bir yapisal sistemin tasarlanmasindaki temel
noktalardan birisi de tasarim parametrelerindeki
degisime kars1 sistemin verdigi cevaptir. Tasarim
duyarlilig1 analizi, sistem parametreleri ile sistemin
belirli alanlardaki performanslar1 araciligiyla
tanimlanan sistem cevabi arasindaki iliskileri
ac1ga cikarir. Yapisal sistemin tasarim degiskenleri
olarak kesit atalet momenti, plaka kalinligi,
cubuk elemanlarin kesit alani, elastisite modiilii
gibi degerleri, sistem cevabi olarak da sekil
degisimi, gerilme bilyiikliigli, dogal frekans,
burkulma yiikii gibi kavramlar1 6rnek olarak
gosterebiliriz. Duyarlilik analizlerinde, tasarim
parametrelerindeki degisime karsi sistem cevabinin
bulunmasi, bazi performans degerlerinin belirli
parametre degisimlerine kars1 gosterdigi degisimin
belirlenmesi ile olmaktadir. Bu islemler cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii, 6zdeger problemleri, matris
cebri, veya diferansiyel denklem ¢oziimleriyle
gerceklesmektedir. Yapisal duyarlilik analizlerinde
kullanilmakta olan ¢esitli klasik yontemler mevcut
olmakla birlikte yapisal sistemlerin tasarim
duyarhilik analizlerinin yapilmasinda simdiye
kadar sistemin tekil deger ve tekil vektorlerinin
davranislarina bakilmamustir.

Halbuki tekil degerlere ayristirma, TDA (Singular
Value Decomposition, SVD) islemi ¢ok c¢esitli
alanlarda kullaniliyor olmasmin yani sira,
sistemlerin girig-¢ikis iliskilerinin incelenmesinde
de olduk¢a basarihdir. Ozellikle bir yapisal
sistemin tekil degerleri 6zel bir anlama sahiptir.
Ciinkii tekil degerlerin kareleri ile giris-cikis
vektorlerinin giig, enerji ve gii¢ spektrumu arasinda
oransal bir bag vardir. Buradan hareketle,
sisteme ait tekil degerlerin bigimlendirilmesi ile
sistem cevabi sekillendirilebilmektedir. Ayrica,
tekil vektorler, giris ile ¢ikis degerleri arasinda
nasil bir iligski oldugunu bize sdyleyebilmektedir.

Bu ¢alismada, ¢ok degiskenli kontrol sistemlerinin
giris-cikis 6zelliklerinin incelenmesinde kullanil-
makta olan TDA metodu, hesaplamali mekanik
ve sistem teorisi disiplinlerinin karsilikli etkilesimi
ile yapisal sistemlerin tasarim duyarlilig analizine
uygulanmustir.

Calismada, sonlu elemanlar denklem sistemleri
kullanilarak yapisal sistemlerin statik ve dinamik

duyarhilik analizleri TDA’ya dayali olarak
cikartlmistir. Gelistirilen TDA temeline dayali
duyarhilik analizi ile diger mevcut olan klasik
duyarlilik tekniklerinin karsilagtirmas1 yapilmigtir.
Ayrica metodun performansi, farkli duyarlilik
analiz tiplerini igerecek sekilde sayisal drnekler
iizerinde gosterilmistir.

Tasarim duyarhhg analizi

Bir yapisal sistemin tasarim asamasinda iken
giris ve ¢ikis parameterlerinin arasindaki iligkinin
bastan bilinebilmesi halinde, {iriiniin nihai
performansinin yiikseltilmesi, tasarim siiresinin
kisaltilmasi ve prototip adetinin diisiik tutulmasi
konularinda 6nemli ilerlemeler saglanabilecegi
aciktir. Duyarlilik kavrami, sistem cevabindaki
degisim miktarinin, bu degisime sebep olan
tasarim parametrelerindeki degisime orani olarak
tarif edilmektedir. Bunu, en genel anlamda:

A Sistem cevabi

Duyarlilik= A Giris parametresi

seklinde ifade edebiliriz. Bu tanimlama, aym
zamanda  duyarlilk ifadelerinin  tiirevsel
denklemlerle geliseceginin de gostergesidir.
Diger taraftan, tasarim  duyarhilign = ve
optimizasyonu birbirlerinden ayr1  konular
olmakla birlikte, yakin iligki igerisindedirler.
Optimizasyon  islemi  belirlenen  kisitlar
dahilinde en iyi tasarimi elde etmeye ¢alisirken,
kendi algoritmalarinin igerisinde duyarlilik
katsayilar1 ve sonuglarini da kullanabilmektedir.

Duyarlilik metodlan statik, dinamik veya 6zdeger
duyarliligt gibi analizin tiirline goére baz1
farkliliklar gostermekle birlikte, matematiksel
olarak matris ve vektor tiirevleri olarak
gelismektedir. Problemin tipine bagli olarak
elde edilen differansiyel ifadesinin ¢dziimiinde
dogrudan tiirevleme veya bitisik (adjoint)
degiskeni metodlar1 kullanilmaktadir.

Parca boyutlarinin tasarim degiskenleri olarak
alinmasi durumunda genellestirilmis global katilik
matrisi ve sekil degistirme vektorii tasarim
degiskenlerinin fonksiyonu olmaktadir:

K= Ky(b) (1
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z, = 24(b)

Burada b=[b,,b;, ..... bk]T seklinde tasarim
degiskenleri bir vektoriin elemanlarini olustura-
cak tarzda yazilmistir.

2

Yapisal sistemlerin optimum tasarimlarinin
yapilmasinda izlenen yol, belirli sinir kosullari
altindaki sistemin tasarim degiskenlerine bagh
olarak tanimlanan maliyet veya temel fonksiyonu-
nun minimize yada maksimize edilmesidir.
Buradan hareketle yapisal sistemlerde:
W =y(b, 24(b)) 3)
seklinde tanimlanan genel bir performans 6l¢iim
fonksiyonunu ele alirsak, tasarim duyarliligi bu
fonksiyonun giris paramerelerindeki degisime
kars1 verdigi cevap olacaktir. Bu durum, en
genel halde dy/db tiirevinin bulunmasi olarak
tanimlanabilir (Haug 1986).

Tekil degerlere ayristirma (TDA) islemi
TDA'nin cebirsel aciklamasi
Reel veya kompleks en genel haldeki her matris:

*

A 107U mxm Z mxn ¥V nxa (4)
[Matris]=[Ortogonal/unitary].[ Diagonal].[Ortog
onal/unitary]

seklinde {i¢ ayr1 matrisin ¢arpimi olacak tarzda
ayristirilabilir. Eger A matrisi reel ise * = T
(transpoz), eger A matrisi kompleks ise * = H
(eslenik transpoz) olacaktir. Ayrica A matrisinin
reel olmasi durumunda ortogonallik, kompleks
olmasi durumunda unitary matris s6z konusudur.
(4) ifadesinde U’nun kolonlar1 sol tekil
vektorler, V’nin kolonlar1 sag tekil vektorler,
X’nin diagonal elemanlar1 ise tekil degerleri
icerir. U= [u; | wy| ... ] un ] ve V=[vi | v2 | ...| Vo]
olur. Eger m =n ise:

Y=Diag{c1,062,.....,0m} (5)
m > n ise:

X
= |:O (m—n)xn :| (6)

m<n durumunda ise:

=[x, Om»cmm)] @

seklindedir. Burada X;=Diag{c,02,.....,0,},
p = min(m,n) ,0;;€ R olarak verilmektedir.

A'A’nm Ozdegerleri icin A; = 012, M = o)
pevrengAn = an olarak yazilabilir. Aralarindaki
iligki pozitif belirlilikten dolayr 6> 6, > ........
>6;,>0 Ve Gr11= Grio= ... = o, =0 seklindedir.
Burada r =Rank(A'A), bulunan o6zdegerler
ATA‘nin 6zdegerleridir ve bunlara  karsilik
gelen  Ozvektorler vy, va, ... , Vv, olarak
bulunabilir. Bu tekil vektéler, V matrisinin
kolonlarini sag tekil vektorler olarak olustururlar.
Vi=(ViyeeeeesVr), Vo=(Vii1s.....,Vn), Olarak yazabiliriz.
Buradaki vi;’den v/’e kadar olan vektorler
stfirdan farkli A;...... A+ Ozdegerlerine karsilik
gelmektedir. Diger grupta kalan v,.....,v, sifir
ozdegerlere karsilik gelen vektorlerdir. Sifirdan
farkli {u;} sol tekil vektorler:

1
ui Z_AVi,

Oj

(8)

ifadesi ile elde edilir ve w;’ler i=1,.....,r ortonormal

set formundadir. U= (uy,........ ,uy), yukarida
aciklandig1 sekilde bulunurken, U=(U;U,)’nin
ortogonal olmasi sebebiyle Ux= (Uri,....... Um),

boliimii ortogonallik kuralin1 saglayacak tarzda
belirlenir.

Diger taraftan u; ve v; ‘lerin sirasiyla AAY ve
A"A‘nin ortonormal 6zvektorleri oldugundan
hareket edersek:

UU"=I ve AA"U=UZT? 9)

VVi=l ve AMAV=V? (10)
ifadeleri yazilabilmektedir. I birim matrisi
gostermektedir. Sonlu elemanlar ifaderindeki
katilik matrisinin kare oldugunu diisiiniirsek,
bunlara ilave olarak A matrisinin kare olmasi
durumunda A=UZV" ise:

A'=vz'u (11)
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olur. Her ne kadar A matrisinin tekil degerleri
tek olarak belirlenirken, 6zvektorler tek degildir.
A=UZV" ise A =UTV'"yazlabilir.
6 herhangi bir deger alirken
U'=Ue!’, V'=Ue! degerlerine sahiptir.

Eger
Burada

TDA'nin sonlu elemanlar denklemlerine

uygulanmasi

Bu boliimde TDA’nin zamana bagli ve zamandan
bagimsiz problemlerde sonlu elemanlar denklem-
lerine nasil uygulanacag tizerinde durulacaktir.
Sonlu elemanlar ifadelerinde kullanilan:
K d=f (12)
dogrusal denklem sistemini ele alirsak, burada,
en genel halde, Ke C™™ olarak sistemin katilik
matrisi, de C" sekil degistirme vektori ve fe C*
sistemin girisini temsil eden yiik vektori, olacak
tarzda d = K f seklinde ifade edilebilir. K
‘nin TDA’s1 igin K'=U £ V" yazlabilir.
Burada Ue(C™, XeR™ ve VeC™ dir.
Sistemin farkli giris dogrultularinda farkh

kazanglarinin oldugunun gosterilmesi amaciyla
K"’ in TDAs1 diyadik formda ifade edilebilir:

n

K™ =Zciuile

i=1

fiziksel sistemlerde tekil degerlerin ayn
oldugundan yola c¢ikilarak, kuvvet vektorii f'in
k.anci sag tekil vektore esit olmasi halinde f = vy
icin:

(13)

N

H

d=) ou,v; v, (14)

i=1
ifadesini elde ederiz. v; ‘lerin ortonormal olmasi

sebebiyle vil vi = 6, yazilabilir. Burada dj
kronecker delta fonksiyonudur. Boylece:

(15)
(16)

d=0'kllk
|dl2=0%
ifadelerine ulasilir. Bu ifadelerden anlasilacagi

iizere, f’in v ile aym1 dogrultuda olmas1 halinde
(15) denkleminden ¢ikis durumunda olan d

vektorii u; dogrultusunda olacaktir. (16) ifadesi
ise sistemin kazancinin o olacagini gostermektedir.
Boylece her bir sag tekil vektorle temsil edilen
giriglerin ne sekilde bir ¢ikisa sebep olacagi sol
tekil vektorler araciligiyla ortaya konmaktadir.
Karsilik gelen tekil degerler ise giris ¢ikis
arasindaki kazan¢ faktoriinii belirtmektedir
(Freudenberg, 1988). TDA nin yapisal dinamige
ait uygulamasi i¢in:
Md+Cd+Kd =f (17)
matris denklemini alirsak. Burada M e R™ kiitle
matrisi, Ce R™" viskoz s6niim matrisi, Ke R™"
katibk matrisi, f € R" dis kuvvet vektord,

d,dvedeR" sirastyla sekil degistirme, hiz ve
ivme vektorleridir. (17) ifadesinin Laplace
doniistimiinden:
D(s) = G(s)F(s) (18)
elde ederiz. ifadede s kompleks Laplace déniisiim
degiskenidir. D(s) ve F(s) vektorleri sirasiyla
d(t) ve f(t)’nin Laplace doniisiimleri, G(s)
transfer fonksiyon matrisidir ve:

G(s) = (Ms’ + Cs + K)"! (19)

seklinde tanimlanir. @ frekansindaki f = fsin(w 1)
sinuzoidal girise ait sistem cevabi olan D(jw)
stirekli rejim ¢ikisi:
D(jw)=G(jw)f (20)
ifadesi ile verilir. Burada f giris vektdriiniin
siddeti, j kompleks degiskenidir. (20) denkleminde
D(jw) siddeti c¢ikis vektorii d ’nin iinci
elemaninin siddetine karsilik gelmektedir. Bu
esnada D,(jw)‘nin faz acisi, d ¢ikis vektoriiniin
inci eleman ile f giris vektoriinlin arasindaki
faz acis1 kadardir. Statik durumdakine benzer
sekilde, eger f giris vektdrii v; dogrultusunda
ise, D(jw) cevabi o; kazanci ile u; dogrultusunda
olacaktir. G(jw)’nin tekil degerleri ve tekil
vektorleri tahrik frekansi w’nin fonksiyonudur.

TDA ve duyarhlik analizi
Yapisal sistem denklemlerinin ifade (18)’deki
gibi Laplace degiskenlerini igerdigini ve o
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frekansina sahip tahrik uygulandigim varsayarsak,
(kisa gosterim amaciyla s=jo yazilmayacaktir)
G’nin TDA’st G=UXV" secklinde yazilabilir.
Bir sisteme herhangi bir girisi, {v;} vektoriinii
temel alarak:

n
F=Zaivi
i=l

formuyla temsil edebiliriz. Buradaki «, katsayist,

21)

v; ’lerin ortonormal olmas1 6zelligi kullanilarak:

a; =<v;,F>

(22)

seklinde hesaplanabilmektedir. < > i¢ ¢arpimi,
st ¢izgi ise eslenigi gostermektedir. D ¢ikist:

n

n
D =[20iuiviHJF = Zalaiui
i=1

(23)

i=1

ifadesi ile hesaplanir. Ayrica i.inci ¢ikis ile j.inci

giris arasindaki transfer fonksiyon matris
elemanlari:
oD; < -
= on T /2 Omlpi Vm,j (24)
ij m*m,i
aFj m=1

ile bulunabilir. Burada D; , D matrisinin i.nci
elemani, u,,; , u,, 'nin i.nci elemani, o, ise G’nin
m.nci tekil degeridir. Dikkat edilecek bir nokta
Gj , o, ile dogru orantili oldugudur. Ayrica
ifadelere bakildiginda giris—¢ikis duyarliliginin
dogal olarak tahrik frekanst @’nin  bir
fonksiyonu oldugu goriiliir.

Enerji yayinim ve tekil degerler

Mac Farlane, (1979) ve Postlethwaite, (1981)’de
tekil degerlerin frekans alanindaki davraniglari
belli kazan¢ limitleri dahilinde gosterilmistir.
ifadelerde o frekansina sahip periyodik bir f
giris sinyalinin bir periyodluk alan i¢in siirekli
rejim ¢ikislarinin, dg, ortalama degerlerinin toplami:

. w (270 T
SMSVO (jow) == J' 4, (d,, (0)de
27 Jo

1 (25)
= EfTS(j o)f

olarak verilmektedir. Burada:

SG0) =3 6" (0)GG0) + G (0)G(0)]| (26)

Diger taraftan girise ait ortalama degerlerin
toplami bir periyod i¢in:

) 2n/w T 1 T
SMSVI:—I fT (O dr = —fTF
i (O () 5 (27)

Ve
SMSVO(jw)

012 ()= SMSVI

>0, (jo)

(28)

seklindedir. Periyodik olmayan bir giris i¢in
(28) denklemi:

) 3 POIE .
ot 2 1 5 25, 29)
1) |3
olmaktadir. Burada:
dionz S 1 diGo)
ldGe) 3 _ 2 0

IfG) I 317 o)

seklindeki denklem w frekansindaki enerji ¢ikis-
lar1 toplaminin @ frekansindaki enerji girisleri
toplamima orani olarak agiklanabilir. ifadedeki
sapkali degiskenler Fourier doniisiimii yapilmis
degiskenleri tanimlamaktadir.

G =[" fiwer d (31)

Stochastic bir giris sinyali i¢in (28) ifadesi,
200N iz (Pd(iw))> 2

O-l(.]w)—l.z Pf(JC()) —O-n(.]w) (32)

olur. P,(jw) ve P(jw) giris ve ¢ikis vektorlerinin
kovarians matrislerinin Fourier dontisiimleridir.
Ispatlar Mac Farlane (1979) ve Postlethwaite
(1981)’de verilmistir.

(28) ve (29) ifadelerine bakildiginda Glz(jw) ve
6,°(jo) nin periyodik giris sinyalleri i¢in
ortalama gii¢ oranlarinin, periyodik olmayan
sinyaller i¢in ise enerji oranlarmin sinirimi
olusturdugu goriilmektedir. Girisin v; dogrultu-
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sunda olmasi durumunda {ist smnir sarti, v,
dogrultusunda olmasi halinde ise alt sinir sarti
gerceklesmektedir. Boylece yapisal bir sistemin
tekil degerleri sekillendirilerek, diger bir degisle,
tekil degerlerin sayisal biiytikliiklerine miidahale
edilerek yapisal sistemin cevabi belirlenmis
olmaktadir.

Tekil degerler ve vektorlerin tasarim
duyarhhg:

Yapisal bir sistemin, G=U X V" seklinde transfer
fonksiyonu matrisinin TDA’sim1 ele alirsak
(s=jw‘y1 kisa gosterim amaciyla yazmadigimizi
diisiinerek) b’yi tasarim degiskeni olarak kabul
edelim. Buradaki 6nemli bir nokta o(b) ifadeleri
genellikle tiirevlenebilen ifadeler icermemektedir.
Bu nedenle o;, u;, ve v; fonksiyonlarinin Ab
tasarim degiskenine gore sayisal anlamda sonug
ireten Gateaux tiirevleri kullanilacaktir. Dyadik

n
.o - H
gosterimle yazdigimiz G = Zuia iVi transfer
i=1
fonksiyon matrisinin Gateaux tiirevini alirsak:

dG(b; Ab) = Zn:(a(u,. (b;Ab))a, v}
= (33)

+u,0(0,(b; Ab)VI +u,0,0(v} (b;Ab)))

ifadesini elde etmis oluruz. Diger taraftan
oo, (b;Ab) ifadesinin tiirevi (Freudenberg 1982):

oo (bsab) = RuPs[G (b:8 )]V, ]| 34y

seklindedir. Buradaki R[] parantez icersindeki
ifadenin reel kismu temsil etmektedir.
ou,;(b;Ab) ifadesi i¢in u; denkleminin her iki
tarafinin Gateaux tiirevlerini alirsak:

(GG " (b;Ab)u, + GG "ou, (b;Ab)

5 (35)
=20,u;00;(b;Ab)+o0;ou,(b;Ab)

bulunmaktadir. Bu ifadenin diizenlenmesiyle:

(GG~ u, (b AB) = 2060, Ab)

GG B AD)u, (36)

elde edilmektedir. Benzer sekilde bu ifadenin de
Gateaux tiirevleri alinarak diizenlenmesi ile:

(GHG—c21pv, (A0
=20,v,00,(b;Ab) —5[(; UG ;A b)]vi

(37)

denklemi bulunmaktadir (Freudenberg 1988).
Boylelikle bir kez dG(b;Ab), o[G"G(b;Ab)] ve
S[GG"(b;Ab)] hesaplandiktan sonra (34), (36)
ve (37) denklemleri kullanilarak sirasiyla
oo{b;Ab), ou(b;Ab) ve ovi(b;Ab) degerleri
bulunabilmektedir. Tekil degerler ve tekil
vektorlere ait sayisal Gateaux tiirevlerinin bu
sekilde bulunmasi, sonlu farklar denklemlerinin
kullanilarak bulunmasina gore sayisal olarak
daha kararli ve hesaplamali alanda CPU siiresi
ve hafiza kullanim1 bakimindan daha avantajlidir.

Bu tarzda yapilan hesaplama islemlerinde her
bir tasarim parametresindeki Ab degisimine
karsilik G’nin TDA’smin tekrar hesaplanmasi
zorunlulugu ortadan kalkmaktadir. Ayrica
(11)’deki 6zellik sayesinde, G ye ait u; ve v;’leri
bulmak i¢in (19)’daki matris tersi alma iglemine
de gerek kalmamaktadir. Diger taraftan yapisal
sistem cevabimin smirlarn ile ilgilenilmesi
durumunda sadece en biiyiik ve en kiigiik tekil
degerler ile onlara karsilik gelen tekil vektorleri
hesaplamak yeterlidir (Golub, 1983). Diger tekil
deger ve vektorlerin hesaplanmasina gerek
yoktur. Bu durum, hesaplama siiresi ve hafiza
kullanim1 agisindan biiyiik avantaj saglamaktadir.

Yapisal sistemlere ait duyarhhk

analizleri ve sayisal ornekler

Bu bolimde, calismada gelistirilen yontem,
cesitli duyarlilik analiz tiplerini i¢erecek sekilde
sayisal ornekler iizerinde izah edilmis karsilagtir-
malar yapilmis ve yontemin avantajlar1 ortaya
konmustur.

Hesaplamalar ve diger islemlerde Matlab,
Mathematica ve Mathcad gibi yazilimlardan
faydalanilmigtir.  Orneklerde amlan islemci
hesaplama stireleri (CPU time) Intel 166MMX
islemcisinde gergeklesen degerlerdir.



TDA yéntemi ile duyarlilik analizi

[k olarak Sekil 1°de gosterilen ii¢ ¢ubuk kafes
sistemini ele alalim. Bu kafes sisteminin, statik
cevap ve Ozdeger tasarim duyarliligi Haug
(1986)’da verilmistir. Burada, calismada olustu-
rulan TDA’ya dayali tasarim duyarlilig1 ile adi
gecen klasik duyarlilik metodlarinin karsilastir-
mas1 yapilacaktir.

24 [ 26

—— I3 . Zs
- a

b,
é
!

S

22, ﬁ .

Sekil 1. U¢ cubuk kafes sistemi.

0 = 45° ve a = 30° igin yapisal sisteme ait sonlu
elemanlar denklemleri su sekilde olusmaktadir:
Mi+Kz=f (38)

Diiglim noktalarinin kinematik bag, indirgenmis
kiitle matrisi, indirgenmis katilik matrisi ile
sekil degistirme ve kuvvet vektorii ifadeleri:

6 .
7={z,eR’:23=24=0, zscosa + zssina = 0 }

(39)
by ++2b, 0 0
M) =2 o b, +/2b; 0
2
0 0 4(by ++/2b,
(40)
o b W3-Dh
Ko)=—=| b Won+b  (B-Dhy

W3-Db (3-Db 202 +@-203)b,
(41)

2=z, 2o zs]T (42)

f=[fi £ O]

seklindedir. Burada E Elastiklik modiilii, £
birinci ¢ubugun boyu p c¢ubuk malzemesinin
yogunlugu, b; i.nci ¢ubuga ait kesit alan1 ve f;
dis kuvvetlerdir.

(43)

Statik cevap tasarim duyarhhg analizi

Sekil 1’deki ti¢ ¢ubuk kafes sisteminin statik
cevap tasarim duyarlilig1 analizinin performans
Ol¢iim fonksiyonu olarak w(byz(by))=2z1, yani
birinci diiglim noktasinin yatay yer degisimini
alarak yapalim. Once klasik yontemle baslarsak,
Haug (1986)’daki ifadeler neticesinde, z
yerdegistirme vektorii:

_(2\/5191192 +4byby 243D,y +b;b3) f; ~bybs f |
bb,bs
7= t fr—h
E by
1-V3)14
L b, |
(44)
fi=/f=1 ve ¢ =1 alinmasi1 durumunda:
T
4-243 242 1-+/3
z= \/_ + \/_ 0 J_ (45)

olur. Performans fonksiyonu y = z; icin bitisik
ifadesi:

Kbp=0wy"0z=[1 0 0] (46)
¢Oziim sonrasinda, indirgenmis katilik matrisi, z
ve A ‘nin kullanimiyla:

T
d—"’:—i(iTK(b)i)z 0 2*5;4 —2*/3 (47)
db  0b EDb; Eb;
biciminde elde edilir. Analizde tasarim

parametreleri olarak c¢ubuklarin kesit alanlar
b;’leri alalim. Bilinmeyenler dis kuvvetler f; ve
/> olsun. Disg kuvvetlerle birlikte performans
Ol¢iim fonksiyonu y’nin tasarim parametreleri
olan b;’lere gore olan tiirev ifadesi:
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dy (| fi-fi AR -4 -22f @8)
db E b; b; b32

olarak bulunmaktadir. Genellestirilmis global
formiilasyon durumunda z, vektorii:

1-Y3 3-43

— 0 0 0

. {4 23, 22 } (49)

olur. dz,/db; (i=1, 2, 3) degerlerini hesaplarsak:

—£-foooo o o

db,
T

dz, _ [23-4 V3-1 3-3
T 00 —> | (50)
db2 B Ebz Eb2 Eb2

T
dz
—E = —g 00000
db3 L Eb3

bulunur. Bu ifadelerde her bir tasarim parametre-
sinin yer degistirme vektorii lizerindeki etkisi
goriilmektedir.

Tekil
kuvvet vektorii icin f = Z:’:

degerlerin tanim ifadeleri geregince

cikist temsil

i l 2

eden yerdegistirme vektorii igin z=Y " a

i=l

o

ifadeleri yazilabilir.

Buradan anlagildigina gore, eger biz tekil
degerleri minimize edersek, diger bir degisle
tim tekil degerlerin iist sinir1 yani en biiyiigi
olan o¢;’i minimize edersek c¢ikis vektori
elemanlar1 ve dogal olarak performans dlgiim
fonksiyonu, y = z;’de minimize olacaktir.

TDA’ya dayali tasarim duyarliligi analizinin
avantajlarindan birisi de ¢oklu yiikleme durumunda
ortaya ¢ikar. Buradaki a, katsayilarinin b; tasarim

parametrelerinden bagimsiz oldugundan yola
cikarsak:

oa(b;; Ab;) = Y a,dloy (b Ab,) uy (b;;Ab)] (51)

k=1

yazilabilir. 5[0'k (b;; Ab;) uk(b,»;Abi)] ifadesi
birkez hesaplandiktan sonra statik (TDA sabit)

ve dinamik harmonik (TDA tahrik frekansi @’ nin
fonksiyonu) duyarlilik analizleri, a; katsayisinin
(51) ifadesinde yerine konmasi ile ¢oklu yiikleme
“multiple load case” durumu i¢in dogrudan
hesaplanabilir. Ayrica y(b; z(bx)) performans
ol¢tim fonksiyonu ifadesinin Gateaux tiirevleri:

oy(b;;Ab;) = 62’ Ab; + 86“’52(1)1-;Abi)
Z

1

(52)

seklinde elde edilir. Buradaki oz(b; ; Ab;) ifadesi

(51)’de verilmistir. by=by =1, b3 = 2\/_ E=1
ve ¢= 1 degerleri igin, birim yiikleme durumu
fi=f>=1 olmasi halinde z; ve o; ‘nin Gateaux
tirevleri Tablo 1’dedir. Burada tasarim
parametrelerindeki degisim %35’lik olarak Ab; =
0.05bh; seklinde goz oOniline alinmistir. Tablo 1
incelendiginde i = 1, 2, 3 i¢in dy/db=dz,/db,;=0
ve 0z1(b1;Ab1)=0 iken doy(bi;Ab)) # 0 dir. En
biliylik tekil deger o,’in minimize edilmesi
demek aslinda tiim yapisal sitemin statik cevap
biiytlikliigiiniin minimize edilmesi demektir. Bu
ayni zamanda sistemin katiliginin artirilmasi
anlamina gelmektedir.

Tablo 1. f; =f> =1 ve Ab; =0.05b; igin birinci
¢ctkig, 0z;(b;;Aby) ve tekil degerler doi(bi; Ab;)
ait Gateaux tiirevleri.

i 1 2 3
doi(biAb)  -8.016x107  -4.296x107  -3.816x107
d0)(b;Ab)  -1.744x107  -3.255x107 0
dos(bi;Ab)  -2.3877x10°  -1.279x107°  -1.183x107
8z,(b;;Ab;) 0 -2.679x107  -5.000x10

Tablo 1’den herhangi bir yiikleme kosulunda
yapisal sistemin sekil degistirmesi {izerinde en
etkili tasarim parametresinin  b;  oldugu
oo1(b1;Ab1)’in tablodaki en diisiik deger olmasi
sebebiyle anlagilmaktadir. Bir bagka deyisle
cubuk kesitleri gz oniline alindiginda birinci
cubugun kesitinin arttirilmasi yapinin rijitliginin
arttirllmas1 ilizerinde en etkili olanidir. Bu
sonuca ulasilmasinda hesaplama stiresi 0.3713
saniye islemci zamamdir. Eger klasik usuldeki
direk yaklagimla hesaplama yapilsaydi her bir b;
tasarim parametresi i¢in mimkiin olan tiim



TDA yéntemi ile duyarlilik analizi

ylikleme durumlar i¢in hesaplama yapmak
gerekmektedir. Bu hesaplama sirasinda kuvvet
arttirnminin 0.01 olmast ve —1 den 1’e kadar
degismesi halinde 34.335 saniye islemci siiresi
gececektir. (Bunun 34.330 saniyesi maksimum
yerdegistirmeyi veren kuvvetin bulunmasi,
0.005 sn.de duyarliliklarin hesaplanmasinda
gecen siiredir). Problemin boyutunun artmasi ve
ylik adedinin ¢ogalmasi halinde TDA’ya dayali
analizin islemci zamani ile klasik tekniklerin
islemci zamani arasindaki siire farki dogrusal
olarak artmaktadir.

Ozdeger tasarim duyarhlig analizi

Bu kisimda, tekil degerlerin duyarlilik analizi
amactyla kullanimi1 dinamik harmonik analiz
iizerinde gosterilecektir. Bunun igin tekil
degerler tasarim duyarliligi analizi, klasik
yontem olan 6zdeger tasarim duyarliligi analizi
ile karsilastirilarak Sekil 1°deki ti¢ cubuklu
kafes sistem iizerine uygulanmistir.

E=1,p=1,b1=by=1ve b; =22 degerleri igin
diigiim noktalarinin kinematik yer
degistirmeleri,

7=y, € R°: y3= y4=0, yscosa + yesino =0 }
(53)

0 = 45° o = 30° degerleri icin Ky(b) pozitif
belirlidir. Indirgenmis kiitle matrisi:

| +\2b, 0 0
M(b) = % 0 b ++2b 0 (54)
0 0 4(b,++2by)

olarak bulunur. Yapisal sisteme ait temel
O0zdeger ve karsilik gelen normalize edilmis
0zvektor sirast ile Haug (1986)’dan ¢ =0.08038

y=1[y1 y2 ys]" =[-0.3496 0.08451 0.2601]"

(55)
48 _ 0 Kby - LG M)
5= Y KO- M) (56)
dé T
qp = [0.001944 0.05678 -0.02076]"  (57)

olarak bulunur. Sisteme olan girisler f; ve f
(/=0 oldugu i¢in formiillerde yer almamistir),
cikiglar ise z;, z» ve zs olarak TDA
hesaplamalarina dahil edilmistir. Tahrik frekansi

o =/&,=+0.08038 = 0.2835 rad/sn igin sistemin

tekil degerleri ve tekil vektorleri su sekilde
bulunmaktadir. Tekil degerler: ,=6616.05 ve
0,=1.23524, tekil vektorler:

u,=[-0.78479 0.19711 0.58758]"

w=[0.22541 -0.79237 0.58758]"
(58)
vi=[0.96985 -0.24369]"

v=[-0.24369 -0.96985]"

Sisteme ait tekil degerler o; ve o’nin tahrik
frekansi w’ya gore degisimi Sekil 2°de verilmistir.
Gateaux tiirevleri ise Sekil 3’dedir. Cikislarin
Gateaux tiirevleri, ozy(b;Ab;) Sekil 4°de f; = fo=1
birim yiik degerleri i¢in goOsterilmektedir.
Buradaki Gateaux tiirevlerinin hesaplamalarinda
tasarim  parametrelerinde  %5’lik  degisim
Ab=0.05b; olarak alinmis ve sonlu farklar
formili  kullanilmistir.  Gateaux tiirevleri
ooi(bi;Ab;) ve ozi(b;;Ab;)‘nin frekans alanindaki
davraniglarina baktigimizda, rezonans noktalarinda
sicramalarin meydana geldigi goriilmektedir.
oo(b;;Ab;) Ozellikle sistemin enerji ve giic
aktarim oranlarinin duyarhiligidir. Diger taraftan
oz(bi;Ab;) yapisal sistemin k.nc1  serbestlik
derecesine ait titresim genliginin duyarliligidir.
Bunun sonucu olarak, eger biz @ frekansina
sahip dis kuvvetlerin yap1 tizerinde olusturdugu
titresim genliklerini minimize etmek istiyorsak,
yapmamiz gereken ilgili w frekansinda o; yani
en biiyiik tekil degeri minimize etmektir. Bu ise
en duyarlt tasarim parametresine yapilacak
miidahale ile olacaktir.

Uc cubuk kafes sistemine ait temel 6zdeger
Haugh (1986)’da A, = w® = 0.08038 olarak
verilmistir. Bu deger Sekil 2°deki ¢;’in birinci
tepe noktasina @ =+0.08038 = 0.2835 rad/sn. de
karsilik gelmektedir. Boylece tekil deger analizi
esnasinda sistemin rezonanslart hakkinda da
bilgi edinilmektedir. Ozdeger tasarim duyarlilig
sonuglarma TDA duyarlilik analizi ile de ulagilmig
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Sekil 4. z,’in by, by ve b3’e gore Gateaux tiirevlerinin o frekans alanindaki degisimi
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olunmaktadir. Goriildigl lizere oy ve oow(b;;Ab;)
‘nin grafik iizerindeki degisimi bize yapisal
sistem frekans cevabim tiim frekans alanini
kapsayacak sekilde vermektedir. Buna rezonans
frekanslar1 ve bu frekanslardaki duyarliliklar da
dahildir. Halbuki klasik yontem olan 6zdeger
tasarim duyarliligi, sadece rezonans frekanslarinda
gecerlidir. Tekil deger tasarim duyarliligi ise
tim frekans alaninda kullanilabilmektedir. ,’in
cizimindeki {i¢ tepe noktasi sistemin serbestlik
derecesini ve rezonans frekanslarini isaret
etmektedir. Bu arada o; ve 6,’nin degisimleri
®=0.7997 rad/sn degerinde temas edip ayrilma
davranis1 gostermektedir (Ersoy ve Mugan, 2002).

Coklu yiikleme hali ve yapisal sistem
giirbiizliigii

Bu boliimde tekil deger tasarim duyarlilik analizi
Sekil 5°de goriilen 11 elemanli koprii kafes
sistemine uygulanmistir. Kuvvet uygulama
noktalar1 diiglim noktalarina gelecek sekilde,
yapmin ¢oklu ylikleme sartlar1 altindaki davranisi
incelenmistir. Dis kuvvetlerin, koprii lizerindeki
arag¢ hareketlerini temsil edecek tarzda zs, zg, zo
ve zjo dogrultularinda etkidigini varsayalim.
Sayisal hesaplamalarda elastisite modiilii £; =1,
yogunluk p; = 1, eleman boyu ;= /=2, kesit
alan1 #; = h =1 (i kafes eleman numarasini temsil
etmektedir).

Z4 z3g Z1

[

Sekil 5. Koprii kafes sistemi

Sistem miihendisliginde arastirilan 6zelliklerden
bir tanesi de sistemin (bu bir kontrol sistemi
veya bir yapisal sistem olabilir), giris
parametrelerindeki  degisime karst  verdigi
cevaplar arasindaki farkin biiyiikliigiidiir. Bunu
yapisal sistemler i¢in biraz daha acacak olursak,
bir yap1 belli dogrultularda yapilan yiliklemeye
karsilik oldukca kat1 (veya esnek) davranirken

degisik ylikleme dogrultularinda tam ters bir
davranig gosterebilir. Buradan hareketle ortaya
su soru atilabilir: biz yapisal sistemimizi Oyle
tasarlayalim ki degisik yiikleme dogrultularina
verdigi cevaplar arasindaki fark minimum olsun.
Iste bu hal sistemin giirbiizliigii (robustness)
olarak adlandirilmaktadir.

Sekil 5’deki kafes koprii sisteminin tasarim
parametrelerine  miidahale ederek yapinin
giirblizliigiinii arttirmak istedigimizi varsayalim.
Koprii sisteminde dort giris (diiglim noktalarina
Zs, Z¢, Zo Ve zjo dogrultularinda etkiyen arag
yiikleri) ve onbir c¢ikis (diiglim noktalarinin
yerdegisimi) vardir. Sistemin tekil degerleri ve
karsilik gelen tekil vektorleri hesaplanarak
Tablo 2’de verilmistir. Yapisal sisteme ait genlik
ilgili tekil deger tarafindan temsil edildigine
gore, yapinin giirbilizliigiiniin maksimum olmasi
en bliyiik tekil deger o, ile en kiigiik tekil deger
olan o4 arasindaki farkin minimize edilmesiyle
miimkiin olacaktir (6;/64 = minimum).

Tablo 2. Koprii sisteminin tekil deger ve tekil

vektorleri

O] (e)) O3 O4
16.3838 6.4338 2.4508 0.8418

V] \/] V3 V4
0.2037 -0.5092 0.0147 0.8360
-0.6317 -0.2550 -0.7320 0.0115
0.4335 -0.7114 -0.1347 -0.5366
-0.6096 -0.4118 0.6677 -0.1141

up ur us3 Uy
0.2666 -0.1937 0.0707 0.1987
-0.2555 -0.0156 -0.3296 -0.2109
0.1218 -0.3243 0.0272 0.7532
-0.4407 -0.2183 -0.6436 0.0130
0.1786 -0.3040 -0.1795 0.1154
-0.4723 -0.2517 -0.0166 0.2487
0.2622 -0.4257 -0.0524 -0.3809
-0.4229 -0.3437 0.5644 -0.1704
0.0916 -0.4330 0.0100 -0.0827
-0.2240 -0.1905 0.3096 -0.1138
0.3057 -0.3612 -0.1471 -0.2818
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Tasarim parametresi olarak kabul ettigimiz
cubuk kesit alanlarindaki +%50’lik degisimlerin
tekil degerlerin Gateaux tiirevlerine olan etkisi
Tablo 3’de gosterilmistir. Buradan hareketle,
mevcut yani orjinal durumdaki 6,/64=16.3838 /
0.8418 = 19.4636 oranimni yeni kesit alanlari
araciligiyla o,/04=18.7423/1.1944 = 15.6914
degerine getirebiliriz. Bu esnada kesit degisimleri,
h1=1.5h, h2=0.5h, h3=1.5h, h4=1.5h, h5=0.5h,
h6:1.5h, h7:0.5h, hgzl.Sh, h9:1.5h, ]’l1():1.5h,
h11=1.5h, seklinde olmaktadir. Boylelikle (ikinci
durumda) yap1 daha yiiksek bir giirbiizliige
ulagsmaktadir. Bunun diginda sistemin rijitligini
topyekiin arttirmak isteyebiliriz. Yani herhangi
bir yiikleme karsisinda yapinin sekil degisiminin
minimum olmas1 istensin. Bu ise tasarim
parametrelerine yapilacak miidahale ile diigiim
noktalarinin yer degisimlerinin en aza indirilmesi
ile miimkiin olacaktir. Problemin tekil deger
analizine dayali olarak ¢6ziilmesi halinde, en
biiytik tekil deger 6,’in diisiiriilmesi gerekir.

Tablo 3. Koprii sisteminde Ah;=0.5h tasarim
parametre degisimi igin oo;(h;; Ah;) ve oa4(h;; Ahy)
tekil degerlerinin Gateaux tiirevleri

Degisim (-) 001 004
Ah=0.5h 1.2757 0.0042
Ahy=0.5h 3.3298 0.2231
Ah;=0.5h 0.8503 -0.0129
Ahy=0.5h 1.4473 0.0096
Ahs=0.5h 4.3298 0.5515
Ahg=0.5h -0.0014 -0.0163
Ah=0.5h 0.0079 0.0114
Ahg=0.5h 1.4113 0.0378
Ahy=0.5h 0.6493 -0.0147
Ahy¢=0.5h 1.3576 0.0131
Ah1=0.5h 1.7261 0.0350

Kesit alanlarinda /h=1.5h, h,=0.5h, hz=1.5h,
hy=1.5h, hs=0.5h, he=1.5h, h;=0.5h, hg=1.5h,
ho=1.5h, hyy=1.5h, h;1=1.5h seklinde yapilacak
degisikliklerle o;, 16.3838’den 10.9213’e diismek-
tedir. Bunun anlami en kotii ylikleme halinde
sekil degistirme miktarlariin %33.34 oraninda
diismesi demektir. Tekil degerlere dayal1 olarak

yapilan hesaplamalarin siiresi 1.26 igslemci (CPU)
saniyedir. Ote yandan dogrudan metodla hesap-
lanmas1 halinde —1, 1 araliginin 0.01 artim
degeri ile taranmasi durumunda islem siiresi
9.3078 x 10° islemci (CPU) saniye olmaktadir
(Ersoy ve Mugan, 2002).

Sonuclar

Bu calismada yapisal sistemlerin (structure)
tasarim duyarlilifi analizi matris cebirin arag-
larindan olan tekil degerlere ayristirma TDA’ya
dayali olarak yapilmistir. Bunun neticesinde
mevcut klasik duyarlilik metodlarina ilave
olarak TDA’ya dayali tasarim duyarlilig:
yontemi gelistirilmistir.

Gelistirilen bu yontem klasik duyarlilik metodlar
ile cesitli analiz tiplerinde karsilagtirilmig, konu
aciklamalarinin yani sira yontemin performansi
sayisal ornekler lizerinde de gdsterilmistir.

Bir yapisal sistemde, tekil degerlerin kareleri
sistem giris ve cikis vektorleri arasindaki giic
enerji ve enerji dagilim oranlarinin sinirlart ile
bagintilidir. Frekans alaninda ise tekil degerlerin
konumlart ile transfer fonksiyon matris eleman-
larmin  siddetleri arasinda iliski  oldugu
goriilmektedir. TDA’ya dayali olarak yapilan
statik ve dinamik cevap duyarlilik analizlerinde,
tekil degerler yapisal sistemin ¢ikis genliklerini
temsil etmektedir. Buna bagli olarak yapinin
statik veya dinamik cevap biiytikliigiiniin
diistiriilmesi, en biiylik tekil degerin minimize
edilmesi ile miimkiin olmaktadir. Diger taraftan
bir yapisal sistemde, giris-¢cikis dogrultular
arasindaki iliskinin sistemin tekil vektorleri
tarafindan temsil edilebildigi goriilmektedir.

Sag tekil vektdr elemanlart giris veya ylikleme
kosullarin1  biinyesinde barindirirken, karsilik
gelen sol tekil vektorler c¢ikis degerlerinin
elemanlarini  icermektedir. Ozdeger tasarim
duyarliligr ile yapilan karsilastirmada, klasik
metod sadece rezonans ferkansinda gecerli iken,
tekil degerlere dayali duyarlilik analizi tim
frekans alaninda sonu¢ vermektedir. TDA’ya
dayal1 yontemin klasik yontemlere nazaran daha
genis bilgi icermesi yani sira Ozellikle c¢oklu
ylkleme durumu basta olmak iizere islemci



TDA yéntemi ile duyarlilik analizi

hesaplama siiresi ve hafiza kullanimi agisindan
avantajlara sahip oldugu goriilmektedir. Metodun
kullaniglilik agisindan bir bagka avantaji da
stirekli ortamlarin modellenmesinde en etkin
metod olan, hesaplamali yontemlerin basinda
gelen, sonlu elemanlar ifadelerine uyarlanabil-
mekteki basarisidir. Bu da gelecekte, yontemin
onde gelen (Ansys, Nastran, gibi) ticari analiz
programlarinin algoritmalarina dahil edilmesinin
yolunu agmaktadir (Ersoy ve Mugan, 2002).

Semboller

A : Matrisler

b : Tasarim degiskeni

a; . Katsayr

C : Sontim matrisi

D(s) : Cikagin laplace doniisiimii

d : Sekil degistirme vektorii

o : Gateaux tiirevi

E : Elastisite modiilii

G : Transfer fonksiyon matrisi
F(s) : Girigin laplace doniisiimii

h : Kesit alam

I : Birim matris

] : Kompleks degiskeni

K, K, : Katilik ve global katilik matrisi
l : Eleman boyu

M : Kiitle matrisi

A : Adjoint degigkeni

1j : Performans fonksiyonu

¢ : Ozdeger

y : Ozvektor

c : Tekil degerler

u; : Sol tekil vektorler

\Z : Sag tekil vektorler

p : Yogunluk

W : Tahrik frekanst

]2 : Vektor siddeti

)y : Tekil degerleri iceren matris
U : Sol tekil vektérleri iceren mat.
\% : Sag tekil vektorleri iceren mat.

: Sekil degeistirme vektorii

~ : Kismi tiirevde sabit kisim
- : Ust ¢izgi, eslenik
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