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Ozet

Verilmis bir diferansiyel denklemler grubu keyfi fonksiyonlar, parametreler iceriyorsa, elimizde ayni yapida
denklemler grubunun ailesi var demektir. Esdegerlik gruplari, verilen denklem ailesini degismez birakan
doniigiimlerin grubu olarak tamimlanir. Simetri doniisiimleri diferansiyel denklemlerin bir ¢éziimiinii baska
¢coziimlere gotiiriirken, esdegerlik doniisiimleri ailenin bir iiyesini diger iiyesine gotiiriir ve denklemler
grubunun bir ¢oziimiinii ayni ailenin baska grubunun ¢oziimiine doniistiiriir. Calismada birinci mertebe
genel denklik denklemleri sisteminin esdegerlik doniisiimleri izovektor yontemi ile incelenmistir. Klasik
stirekli fizigin bir ¢ok denklemi bu grupta ifade edilebildiginden, sonuglar: genis uygulama alanina sahiptir.
Esdegerlik doniisiimlerinin belirleyici denklemleri elde edildikten sonra agik ¢oziimleri belirlenmis, genel
sema elektromagnetizmanin Maxwell denklemlerine uygulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Esdegerlik doniisiimleri, denklik denklemleri, izovektor yontemi.

Equivalence transformations of the general first order balance equations
Abstract

If a given set of equations contains some arbitrary functions or parameters we have in fact a family of sets of
equations of the same structure. Almost all field equations of classical continuum physics possess this
property since they describe certain common or similar behaviors of diverse materials. Equivalence groups
are defined as groups of continuous transformations which leave a given family of equations invariant. In
other words, they map an arbitrary member of the family onto another member of the same family and they
transform a solution of a set of equations onto a solution of another set in the same family whereas the
symmetry transformations map a solution of a system to another solution of the same system. In this work
equivalence transformations of first order general balance equations involving arbitrary number of
dependent and independent variables are investigated by using isovector method. To study system of balance
equations occupies a privileged position since many equations in classical physics are of this form. The
method consists of determining isovector fields of a closed ideal of certain exterior forms defined on a
properly extended manifold. Isovector fields are defined as such vector fields whose orbits generate
transformations under which the ideal remains invariant.. After obtaining determining equations of
equivalence transformations, their explicit solutions are found. The general results are applied to Maxwell
equations.

Keywords: Equivalence transformations, balance equations, isovector method.
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Giris

1870"lerde Norvecli matematik¢i Sophus Lie
tarafindan ortaya atilan "Siirekli Gruplar" fikri
gectigimiz yiizyillda matematigin tiim alanlarin-
da, fizikte, miihendislikte ve diger matematik
temelli tim bilimlerde derin etki yaratmistir.
Lie'nin siirekli simetri gruplarinin uygulamalari,
cebrik topoloji, diferansiyel geometri, invaryant
teori, 0zel fonksiyonlar, sayisal analiz, klasik
mekanik, kuantum mekanigi, gorecelik teorisi,
stirekli ortamlar mekanigi ve diger alanlari
icerir. Teori ve uygulama alanlarinin modern
uygulamalir bilim ve matematige katkilari, her
gecen gilin artan uygulamalar ile sinirlarinm
genisletmektedir.

Bir kez diferansiyel denklemin simetri grubu
belirlenince, bir ¢ok uygulama ardindan gelebi-
lir. Grubun tanim o6zellikleri kullanilarak, bili-
nen bir taneden yeni ¢dziimler sistemi yapilan-
dirilabilir. Simetri grubu, bu nedenle, eger biri
digerine bir grup eleman: aracilifiyla dontstii-
rlilebiliyorsa, ¢ozlimlerin degisik simetri sinifla-
rin1 saglar.

Alternatif olarak, grup yaklagimi, keyfi bir para-
metre ya da bir fonksiyona bagli diferansiyel
denklemler ailesinin siniflandirilmasinda da kul-
lanilabilir. Boyle denklemler, fizik veya mate-
matik olarak genis yelpazedeki denklemleri ifa-
de edebilmektedir. Klasik siirekli fizigin hemen
hemen tiim alan denklemleri, ayr1 malzemelerin
genel ya da benzer davraniglarini tanimladiklar
icin bu Ozelige sahiptir. Eger, verilmis bir denk-
lem kiimesi bazi keyfi fonksiyon ya da paramet-
reler igeriyorsa elimizde ayni yapida denklemler
kiimesinin bir ailesinin var oldugu anlamina
gelir. Esdegerlik Gruplari ya da Denklik gruplar
olarak adlandirilan grup yapilari, denklemin
verilmis bir ailesini degismez birakan siirekli
dontistimlerin bir grubu olarak tanimlanir. Bas-
ka bir deyisle, doniisiimler ailenin keyfi bir
liyesini, ayni ailenin bir bagka liyesine gotiiriir
ve denklemlerin bir kiimesinin ¢6ziimiinii, ayni
ailedeki baska bir kiimenin ¢6ziimiine doniis-
tiiriir denilebilir. Bu anlamda simetri donilisiim-
leri ile benzerlik tasimasina karsin, amaclar1 ve
sonuclari ¢ergevesinde farklidir.
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Calismada birinci mertebe genel denklik denk-
lemleri sisteminin esdegerlik doniisiimleri ince-
lenmigstir. Keyfi sayida bagiml ve bagimsiz degis-
ken iceren genel denklik denklemleri sistemi:

az. +2=0, i
ox'

L2,...,n, a=12,..,.N (1)

seklinde ifade edilir. 2% ve =%, n tane bagimsiz

x' ve N tane bagimh u“ degiskeninin diizgiin
fonksiyonlaridir. Tekrarlanan endisler bu endis-
lerin deger bolgesi iizerinde toplamlar1 goster-
mektedir [Einstein uylasimi]. Klasik fizikteki
bir ¢cok alan denklemi, n=4 i¢in (1) ile verilen
yaptya uyar. Birinci mertebe denklik denklem-
leri (1)'in bir 6zel hali olarak

oz
ox’

az ai

a _
7 +2% =0

2)

N

seklinde yazilabilir. Bu tiir denklemler igin
x=x(x,u), u=u(x,u) seklindeki simetri doniisiimii

MJFZ“(x,u) =0—>
ox
2] (’f’“)+2“(i,ﬁ)=o

anlamima gelip, u=u(x) ¢oziimiinii, denklemin
u=u(x) ¢Oziimiine  gotlirmekte iken
seklindeki

X =X(x,u),u=u(x,u) esdegerlik

doniisiimleri ise

ZTRW | ey u) =0
ox'
e (’f’“)+§“(i,ﬁ)=o

anlamina gelmekte ve verilen bir diferansiyel
denklemin u=u(x) ¢6ziimiinii, ayn1 aileden bas-
ka bir denklemin uw = u(X) ¢oziimiine doniistiir-
mektedir. Esdegerlik doniisiimleri kavraminin,
adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler teo-
risinde bilinmesine karsin, ilk sistematik yakla-
sim Ovsiannikov’a (1982) dayanir. Literatiirde
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diferansiyel denklemlerin simetrilerini belirlemek
icin bir ¢ok yontem kullanilmaktadir. (Ibragimov,
1994, Bluman ve Kumei, 1989). Simetri grup-
larin1 belirlemekte bir ¢ok bilgisayar programi
da kullanilmaktadir. Bu konuda bilgi Edelen
(1981) ve Ibragimov’dan (1996) edinilebilir. Bu
caligma kapsaminda birinci mertebe genel denk-
lik denklemlerinin esdegerlik doniigiimlerini be-
lirlemek icin ilk kez Harrison ve Estabrook
(1971) tarafindan ortaya konulan klasik yontem-
lere alternatif geometrik bir yaklasim kullanil-
mustir. [zovektdr yontemi olarak adlandirilan bu
yaklagim, Cartan'in (1945) kismi tiirevli diferan-
siyel denklemler sistemine esdeger dis formlar
tanimlanmas1 esasina dayanir. Yontem, denkle-
min bagimli ve bagimsiz degiskenleri ile gerekli
mertebeden tiirevlerinin olusturdugu katmanin
teget uzayinda segilen bir vektor alanina gore,
diferansiyel denklemi temsil eden dig formlarin
olusturdugu kapali idealin Lie tlirevinin degis-
mez kalmasi esasina dayanir. Verilmis bir kismi
tirevli diferansiyel denklem ailesine baglh es-
degerlik grubunun sonsuz kiiclik iiretecleri, dis
katman {iizerinde tanmimlanmis dis cebrin bir
idealinin izovektdr alaninin bilesenleri olarak
tammlanir. Izovektor alanlari, diferansiyel denk-
lemler sisteminin izogrubu denilen, bir paramet-
reli doniistim gruplarini tiretir. Doniisiim grubu
uygun Ozelliklere sahipse lineer olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklemleri lineer kismi tii-
revli diferansiyel denklemlere doniistiiriir. Y on-
temin, klasik yoOntemlere gore bir avantaj,
birbirinin tekrar1 seklinde olan bir takim fazlalik
belirleyici denklemleri otomatik olarak eleyip,
daha az sayida belirleyici denklemle ¢aligil-
masint  saglamasidir. Yontem Harrison ve
Estabrook’tan sonra bir ¢ok aragtirmaci tarafin-
dan gelistirilmistir. Bunlar icerisinde Edelen
(1980, 1985) ve Suhubi’nin (1991) katkilari
onemlidir.

Suhubi (1999), keyfi sonlu sayida bagiml ve
bagimsiz degisken igeren ikinci mertebe denklik
denklemlerinin genel bir ailesi i¢in esdegerlik
doniistimlerinin gruplarin1 tiretecek belirleyici
denklemleri elde etmis ve bu denklemlerin
genel coziimlerini bulmustur (Suhubi, 2000).
Genel sema tek boyutlu nonlineer dalga denkle-
mine ve homojen hiperelastisiteye uygulanmus,

ayrica simetri doniisiimlerinin, esdegerlik donii-
stimlerinden dogrudan belirlenebildigi gosteril-
mistir.

Bu c¢alismada birinci mertebe genel denklik
denklemleri sisteminin esdegerlik gruplar1 ele
alinmis, elde edilen sonuclar elektromagnetiz-
manin Maxwell denklemlerine uygulanmustir.
Birinci mertebe denklik denklemleri sistemini
ifade eden dis cebir tanimlanmis, izovektor
yontemi kullanilarak esdegerlik gruplarinin
dontisimlerini  lretecek olan sonsuz kiigiik
iireteclere bagli belirleyici denklemler, keyfi
sayida denklem barindiran sistem i¢in elde
edilmistir. Ardindan belirleyici denklemlerin
acik ¢ozlimleri bulunmustur. Birinci mertebe
denklik denklemlerine bir uygulama olarak
elektromagnetizmanin Maxwell denklemleri
degisik elektromagnetik ortamlar1 ifade eden
blinye denklemleri ile desteklenmis ve esdeger-
lik doniistimlerini iiretecek olan izovektor alani
bilesenleri belirlenmistir.

Izovektor alam bilesenlerinin belirleyici
denklemleri

(1) ile verilen birinci mertebe genel denklik
denklemlerinin esdegerlik doniisiimlerini belir-
leyebilmek i¢in I veX? bagimsiz degis-
kenler gibi ele alinmalidir. Bunlarin fonksiyonel
bagliliklarini goz ontine alabilmek i¢in

oz oz” oz”
= ’t.a = — “ = 2
ou”’ " ox T ou” @

ai

> Op

ai

azai
S. =

/ ox’

seklinde yeni degiskenler tanimlayalim. M =R"
{x'} koordinat oOrtiili bagimsiz degiskenler
uzayi olsun. G=R"xR" {x',u”} koordinat 6r-
tiilii graf uzayidir. M katmanina X, X“ fonk-

siyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel bagliliklarim
ifade eden (2) yeni degiskenleri de eklenerek,
genisletilmis K katmani olusturulur. Bu sekilde
olusturulan katmanin koordinat ortiisii

{xi,u“,Z“’.,Za,sj”.,agf, tl-“,z'g} (3)

olacaktir. K katmaninin teget uzayinda genel bir
vektor alanm1 V' e T(K)
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vox O ye 9 g O | pa O
ox' ou” oz ox“ )
ai 6 ai a a a a a
+Sj ai+S,3 m’+7; a+Tﬁ a
; doy ot; 0ty

seklinde temsil edilir. Burada vektor alaninin
bilesenleri (3) degiskenlerinin fonksiyonlaridir.
A(K) , K katmani iizerinde bir dis cebri goster-

sin. (1) denklem sistemine esdeger A(K) cebri

iizerinde tanimlanacak olan dis diferansiyel
formlar, asagidaki sekilde yazilabilir:

Q% =dz* —s?”'dxj - O'Ziduﬁ,
Q" =d3* —tfdx' —rjdu” (5)

0% =dZ" A+ 3%

Burada Q“ ve Q“ formlar1 degme 1-formlar
olarak adlandirilirken, ®“ denklik n-formlar
olarak adlandirilir. Formlarin tanimlarinda bulu-
nan x, M uzayinda hacim formudur, g ise

A" (M) form uzaylarinin baz vektodrleridir ve

0
_ 0]
H; Py H

n
3

u=dx' Ad* AL Adx

seklinde tanimlanirlar. Burada A dig ¢arpim, |
i¢ carpim operatoriidiir. (5) formlarinin dis tii-
revleri

dQ™ =—ds? ndx’ —dcf ndu”,
dQ® =—dtf ndx' —dr ndu”,
do” =dx* A u

seklinde hesaplanir. (5) formlar1 ve bunlarin yu-
karida verilen dis tiirevlerinden olusturulan /
ideali kapalidir:

1(QY, Q% 0*,dQ" ,dO% ,do™). (6)
T(K) teget uzaymin (4) ile verilen vektor alani
ancak ve ancak (6) kapali idealinin ireteglerinin

V' vektor alanmma gore Lie tiirevleri idealin
icerisinde kaliyor ise izovektor alanidir:
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Vael= L,ael.

Burada L, operatorii V' vektor alanina gore Lie
tirevini ifade etmektedir. Lie tiirevi formun
derecesini degistirmediginden idealin lretecle-
rinin Lie tiirevlerinin idealin icerisinde kalmasi
i¢in
ai _ yai VB ai [
L, Q% =L50% + L0,
a _ a M pfi anB
L, Q% =M O™ + MzQ", -
a _ a_f pi a pi a
L, 0" =vie” + Q" ACP +dQ" A Dy,
p a p a
+QPAC;+dQ" ADy
olacak sekilde L”lgj,LOg,Mgi,M;,vz e A (K),
C5.Ch e A" (K), Dj;,Dj e A" (K) formla-

rinin bulunmasi gereklidir. (5) ile tanimlanan
degme 1 ve denklik n-formlar1 idealin ig¢erisinde
kaliyor ise, Lie tiirevi ve dis tiirev operatorleri

Lyda=dL ,a

seklinde komiitatif olduklarindan bunlarin tii-
revleri olan dQ*,dQ%,dw” formlari da idealin
icerisinde kalacaktir. Bu nedenle esdegerlik

gruplariin izovektor alani bilesenlerini belirle-
mek i¢in (7) esitliklerinin saglanmasi yeterlidir.
Burada hesaplamalarda Lie tiirevinin bilinen

L ja=dV]a)+Vlda

bagintis1 kullanilacaktir.

Q“ formunun ve tiirevinin ¥ vektor alanina
gore i¢ carpimlari

Vio®=s"-x/s¢ -U’oy

V1d0® =-S¥dx + X/ds? -S4 du” +UPdo

seklinde hesaplanir. Bunlarin Lie tiirevi esitli-

ginde kullamlmas1 ile Q% degme 1-formunun
Lie tiirevi
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L, Q" =dF* -S¥dx,+ X'ds{ -S% du,

p ai
+U”do i
olarak belirlenir. Burada

F =8 -X/s4 -Ulcy (8)
seklinde tanimlanmugtir. Lie tiirevi esitliginin sag
tarafi (7), esitliginde degme formlarinin yerle-
rine yazilmasi ile belirlenir. Esitligin her iki
tarafinda bulunan bagimsiz formlarin katsayila-
rinin esitlenmesi ile

- 3 aFaz o B aFaz
A
OF* OF*
B 7=V
8tj 617
wi aFai aFtZi },k aFai ﬁ
N T T ®
. aF()(l aFaz . aFaz
ai _ vJ Y
5= o +827j of + o 75, (10)
) ) aFa'i
JSa i _
X5ﬂ5k+asjﬁk—0, (11)
Uﬂ5;‘5;i+aF - =0 (12)
80‘2’

esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde Q% formu-
nun incelenmesi ile

G* oG*
@ == M%=—,
P oxhi P oxf
oG® oG~
pi e 7 =0

ﬁsj Gay
aG* 8G* 4. 8G”

T ="+ P 4 7, 13
ox' exfl Tt aEf ! (13)
oG 0G* ., 0G”

T, =—— -0l + 74, 14

Fouf oy P gz P (14

 w  OG®
X652 +—-=0, 15
u’ss 96 (16)
82’2

denklemleri elde edilir. Burada G* fonksiyonu

G* =T - X't} -U’r} (17)

seklinde tanimlanmustir. Yukaridaki denklem-
lerden

F% :—st;’.‘i —Uﬁagi +F “(x! u” 2P 3P,

G" =-X't* ~UPr§ +G* (' ,u” 27 27)

yazilabilir. (8) ve (17) tanimlar dikkate alinirsa
S =F % 7% =G” oldugu goriilir. Bu halde
izovektor alanimin S*,T% bilesenlerinin fonk-
siyonel bagliliklar

S = 8% (x/ uf 2P 3P
. . (18)
T =T%(x",u” 27 37)

seklinde belirlenmis olur. izovektdr alaninin X”

ve U“ bilesenlerinin yapisi ise benzer sekilde
(11,12) ve (15,16) esitliklerinden

X' = Xi(x.i,uﬂ’zﬁ/,zﬂ)’

. . (19)
U* =U%x',u” 2,39

seklinde belirlenir. Ote yandan @“ formunun
Lie tiirevi benzer sekilde

L, =T%u+(dS” +Z%dX" YA p,
—dX! AdZ" A uy

seklinde belirlenir. Burada izovektor alanimin
S* ve X' bilesenlerinin (18); ve (19); esit-
likleri ile belirlenen fonksiyonel bagliliklar
dikkate almarak tiirevleri yerlerine yazilir ve
degme 1-formlari tanimindan elde edilen
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dz* =Q" + Sj‘idx‘i + aziduﬂ,

d2 = Q" +17dx' + 7 du”

dis tiirevler kullanilir ise denklem

Fay+(GZi+F“iT£)duﬂAy[
+F“’]du A du” /\,uﬂ+l“0”Qﬂf/\,ui

ox’

s + T du” A QY

7Bk

QFF A Q™ A+ A

, ox’
+T408 A —

QF Q% Al

ox’ ai g, ¥ B —
+azﬂaydu AN Ap; =0

seklinde yazilabilir. F“,Ggi,F o F%,F%’],F;’gk

fonksiyonlar1 izovektor bilesenleri cinsinden

65“’ ox' [ as*
r«=r¢ +3% - -
i ox’ [azﬁf
X' ox* )&
+3¢ 0 —— 0 52‘5} 0 5“
oxhl ot ox’
| | (20)
a at a aXl ﬁ aX ﬂk G{[
J{azﬂ : azﬁ]t oz
ai aXJ ai ai
— fksl- )—?(tiﬁsj —tfsl- ),
A 15 GI), CARE
1—~a1 — + a al 0( 51 , 21
F oxh osf sk (5 ) @D
GgizaS a8X+ aS.+za8X'
ou” ou? | ox7/ oz’
) CHPY:) RN ) € A
+ axk 57 §J_a_j57 J /’7 - auﬂ (S]
—spt }) ox yk( ag'si - U,Zk 7]) (22)
az;,k ( ai yk yk at

98

ai aSai a aXl an i ol i ol a
Xk X’
a az _ am5z)+ a ké-z
oxh oz’
i k i
JOX g X ey JOX 55,
ox’k /oy oz’
wi _OXT i [oX) ., oX/
Bk = Sk Op o Op o 7}
) CA
+au—ﬁJ 5}, 5]{’
). G ), ¢4
ay _ T nk
F/f;' - ou? Oy +(82’7k 4
. (23)
+ ox’ r"]a“i
oxn 7 )7F

seklinde tanimlanmislardir. Ote yandan Lie
tirevi esitliginin sag tarafi, (7); denkleminde
gerekli yerlere degme 1-formlari, denklik n-
formlar1 ve tiirevlerinin yazilmasi ile

L, 0" :vZ[Qﬂ’/\,ul+s ,u+0'ﬂdu7/\,ul
+37 1]+ QP ACH+QF ACG —(ds? Adx!
+a’0'7ﬂ" /\duy)/\DZl-—(dtiﬂ Adx'

B b4 a
+dr, Adu”)A Dy

seklinde yazilabilir. Lie tiirevinin her iki tarafin-
da bulunan bagimsiz formlarin katsayilarinin
esitlenmesi ile,

D% =0, D§=0

a _ (ai aé-i anQ azkd;/
Cpi =Wy =Vpo b =| =g ¥+ Typydu |~
an(

Cy :F;iyi -—7 Q“ +0';f”'du7)/\yﬁ

belirlenir. Geriye kalan terimler ise izovektor
alan1 bilesenleri cinsinden

I =vi (@ +sf") (24)
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Ggi + F?irz —Vfazi =0 (25)
afij] _
el =o (26)

denklemlerini verir ve bu denklemler esdegerlik
doniisiimlerinin belirleyici denklemleri olarak
adlandirilir. Burada [ ] notasyonu s6z konusu
endisler tizerinde antisimetri oldugunu ifade
etmektedir.

Izovektor alam bilesenlerinin acik

¢oziimleri

Yukarida (24-26) esitlikleri ile elde edilen
izovektor alani bilesenlerinin agik ¢dziimlerini
belirleyebilmek i¢in ilk olarak (26) denklemi ele

alinsin. Denklemde bulunan F“” fonksiyonu
izovektor alani bilesenleri cinsinden tanimi (23)
esitliginde verilmisti. F%Z fonksiyonunun tani-

m1 yerine yazilirsa, denklem agik olarak
oxX' ox’ ox’

S ——=5, |67+ S,
{ (ﬁu “ o ou” k] g [ ou’”

X' i) an | ox’
o jgﬂ}j” {[62’7" %~

ox'
&“@J

ox’ ox’
0s¢ i 0 o& k _al
5}’5ﬂ (azﬂk 51] _azﬂk 51 Jé‘ﬂé‘ :|0g O¢
J o i i
RSO Y 595_6)(5]
ox" ox" ox"
J

seklinde yazilabilir. Burada X' izovektor bile-
seninin (19); ile belirlenen fonksiyonel baglilig

dikkate alinarak O'Zj ve 7; degiskenlerine bagh

olmadigindan, yukaridaki denklem bu degisken-
ler cinsinden bir polinom ifadesi yapisindadir.
Bu halde denklemin sifira esit olmasi ancak bu
degiskenlerin katsayilarinin sifira esit olmasi ile
miimkiindiir:

ox' ox’ ox’
=5 - ol o7 - s,
[au g ou” kj 4 (ﬁu
" (27)
_814_751 ]52 = 0,
oX’ i oX' ileoee [OX
(az"" O =g O Jéy % | o ¥
. (28)
~i ¥ 5/ Ja%f =0,
X' i OX' i) s GX’ J
s (29)
< St Ja‘%‘f =

(27) denkleminde (ik) ve (n7y) endisleri tizeri-
ne biiziilme ile

aX.f

=0
ou”

esitligi, (28) ve (29) esitliklerinde ise (il), (6y)
ve (&f) endisleri iizerine biizlilme ile sirastyla,

ox’/

ox"

ox’
ox*

denklemleri elde edilir. Bu halde izovektor ala-

ninmm X' bileseninin (19); ile belirlenmis olan
yapist daha da daralarak

= X'(x7) (30)

seklinde belirlenir.

Ote yandan (24) denkleminde (20) ile tanimla-

nan ['“ fonksiyonun yerine yazilmasi ile denk-
lemin sol tarafinin sadece

(xi 1/[ 20” Zaa j”a i 77'-/?)
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degiskenlerinin bir fonksiyonu oldugu goriiliir.
Bu halde denklemin sag tarafinda bulunan v
fonksiyonu da bu degiskenlerin bir fonksiyonu
olarak ele alinmalidir, bir baska deyisle vz

fonksiyonu O'j’i degiskenlerine bagli olmamali-

dir. Ote yandan (25) belirleyici denkleminde
gerekli yerlere (21) ve (22) ile tanimlanmis
fonksiyonlarin yazilmasi ile, denklem agik

olarak
os* o8 , (oS ox* .
o”  ox P +(az” Fak %
aXi a a Qi /
_Egﬁ?_WJJU?ZO

seklinde yazilabilir. S* izovektor bileseni ve
vy fonksiyonunun o-gj ’lara bagli olmadigi

bilindiginden yukaridaki denklem

aSal'
:0’
ou”
aSai
=0,
oz’
as™ (oX* . X' ., 4
ox7/ +( ox* %~ ox’ J57 =V 9]

denklemleri ile ifade edilebilir. Ilk iki denklem-
den izovektor alanmin S* bileseni iizerinde

S = 8% (x/, 27 (31)
sonucu elde edilirken, son esitlikden v; fonksi-

yonu

. 1088 n-10X'

Ve =— _ + o
Y noex n

axl V4

seklinde yazlabilir. Ote yandan

1{aS*  oxX!
Y =— —.——.5a
fﬁ n[&Zﬂ’ ox' ﬂj

yeni degisken tanimi ile

05U s K

_ a
oxri P j+6xj %

(32)

denklemi yazilabilir. Denklem, X7*’ya gore
tiiretilip sol tarafin simetrik olmasi nedeni ile
sag taraf i¢in

By s Uy s
= g
ozt oz

esitligi yazilabilecegi aciktir. Buradan f, ﬂ“ fonk-

siyonunun yapisinin
f5 =15 ()

seklinde olmas1 gerektigi goriiliir. (32) denkle-
minin integre edilmesi ile izovektor alaninin

S% bileseni

i

S = fi(x))z” 4 X vy g% (x))
ax.l

olarak belirlenir.

Son olarak (24) belirleyici denkleminde yuka-
rida elde edilen izovektor bilesenlerinin de kul-

lanilmasi ile 7% bileseni

: os(xy_,  ?x' _ .
T% = fr(xH)2f - 2L Cxh Z 2 e
J5 ) ox' ox' Ox’
g (x))
o'
seklinde elde edilir. Boylelikle birinci mertebe
genel denklik denklemleri sisteminin esdegerlik

doniistimlerini belirlemek i¢in gerekli izovektor
alan1 bilesenleri

X'=X'(x),

U® =U"(x' uf 27 37,
ai ax fi i yaj ai (33)
ST =f 27+ XX + g7,

T = f35/ — 5/ - XL 3% — g%
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esitlikleri ile belirlenmistir. Burada
fF=fiGh, g =g"(x)

yapisinda keyfi fonksiyonlardir. Esdegerlik do-
niistimleri

dx’ o

2 X,

e (x7)
Wy it 5,5,
de

dX" _ gei (5l $H),

de

dx =Ta(f.f’§ﬂj’§ﬁ)
de

adi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin

X(0)=x", u*0)=u”,
iai (0) — Zai, ia (O) — Za

baslangi¢c kosullar1 altinda integre edilmesi ile
belirlenir.

Maxwell denklemlerinin esdegerlik

doniisiimleri

Elektromagnetizmanin Maxwell denklemlerinin
simetri gruplar1 bir ¢ok arastirmacinin ilgisini
¢cekmistir. Maxwell denklemlerinin simetrileri
lizerine yapilan ¢aligmalar Lorentz, Poincaré ve
Einstein'e dayanir. Bateman (1909) ve
Cunningham (1909)'mm c¢alismalar1 Maxwell
denklemlerinin vakum halinin 15 parametreli
konformal altgrubu igceren 16 parametreli grup
altinda degismez oldugunu gostermis ve ardi
sira gelen bir ¢ok benzer ¢alismaya 151k tutmus-
tur. Maxwell denklemlerinin vakum halinin
simetri grubu {izerine yapilan en 6nemli ¢alig-
malardan birisi Fushchich ve Nikitin'in, denk-
lem sisteminin Poincaré grubu P(1,3) altinda
degismez oldugunu gosterdikleri c¢aligmadir
(Fushchich ve Nikitin, 1987). Maxwell denk-
lemlerinin Poincar& grubu altinda degismez
kalabilmesi i¢in biinye denklemlerinin 6zel

hallerinin kisitlar1 Fushchich ve Tsirfa (1985)
tarafindan incelenmistir. Ayrica Maxwell denk-
lemlerinin vakum halinin korunum yasalarmin
siniflandirilmasi Anco, Pohjanpelto (2001) ve
Anco ve Bluman (1997) tarafindan yapilmistir.

Literatiirde siklikla Maxwell denklemlerinin va-
kum halinin simetrileri incelenmistir. Bu calis-
mada birinci mertebe genel denklik denklem-
lerinin siirekli ortamlarda bir uygulamasi olarak
Maxwell denklemleri, en genel hali ile ele
alinmis, esdegerlik doniisiimleri incelenmistir.
Rijid ortamlarda elektromagnetizmanin Maxwell
denklemleri

ey E,; +B, =0, B, =0

. (34)
ezijk,j _Di _J,- = 0,

olarak bilinir. Burada, E; elektrik alan vekto-
riinli, H; magnetik alan siddeti vektoriinii, D;
elektrik yerdegistirme vektoriinii, B; magnetik
indiiksiyon vektoriinii, J; toplam akim yogun-
lugunu, g ise serbest yiik yogunlugunu temsil

etmektedir. e, bilinen permiitasyon sembolii-

dﬁro (c.)),[ = il
X

p seklinde x'’lere gore kismi

o(°)

tiirevi belirtmektedir. (;):8_ olup, zamana
t

gore kismi tiirevi ifade etmek i¢in kullanilmistir.

Maxwell denklemleri (E;,H,,B;,D,,J;) i=1,2,3
seklinde 15 bilinmeyen biiylikliik barindirma-
sina karsin sadece 8 denklemden olusmaktadir.
Fizik anlamda, alanin uyarici kaynaklar1 olarak
da adlandirilan g, ve J; tamamen biliniyor olsa

bile, sistemde bilinmeyen sayis1 12 olacaktir.
Sistemin ¢6ziilebilir olmasi i¢in baz1 ek denk-
lemler ile desteklenmesi gerekir. Ote yandan
Maxwell denklemleri 6zel bir elektromagnetik
alan1 tiim Ozellikleri ile gostermeye yeterli
degildir. Ortamin elektromagnetik 6zellikleri bu
denklemlerde yer almaz. Sistemi belirli yapabil-
mek i¢in eklenmesi gereken denklemler, orta-
min makroskopik ozelliklerini ifade eden bir
takim denklemler olacaktir. Elektromagnetik
ortamin Ozelliklerini temsil eden bu denklemler,
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genel adiyla biinye denklemleri adlandirilir. Bu
calismada Maxwell denklemleri iki farkli biinye
denklemi ele alinarak incelenmis, esdegerlik
doniisiimlerinin izovektor alani1 bilesenlerinin
yapist belirlenmistir.

Yukarida (34) denklemleri ile verilen Maxwell
denklemlerini, (1) denklik denklemleri sistemi
seklinde ifade edebilmek i¢in bagimsiz degis-

kenler x'’leri {xl.(i =1,2,3), t} seklinde, bagimli
degiskenler u” ’lari ise {u, =FE,u,=E,, w=E,
uy = Hy,us = H,,us = H;} seklinde segmeliyiz.
Ote yandan birinci mertebe denklik denklemleri
sisteminin % ve 2% fonksiyonlar1

2o = ol Xos=0,;B; Z,=0

2y =€z s Zas =043, D;,

X, =037 )
X,;=B;, XZ5=0, 2, =0

2 =Dj 2y =0, s =4y

seklinde tanimlanabilir. Burada ¢, =g¢,(x,?),
J.k=123, a=123, a=45,6 olarak alin-
malidir.

Maxwell denklemlerinin esdegerlik doniisiimle-
rinin izovektor alan1 genel hali ile

V:(zﬁ,.i.+Té+Ei 0 +H 0 +B, 0
x! Ot OE. OH., OB,
+D i+J i+Q—
‘oD, 'aJ, aq ;

olarak yazilabilir. Burada Maxwell denklem-
lerinin izovektor alam1 bilesenleri ile genel
denklik denklemleri sisteminin (4) ile verilen
izovektor alani bilesenleri arasinda

1 1
Ei= S H =§e(a—3)ijaj

2 a]k aj’

(36)

B,=5,=6,S,, D,=S=

ai¥a4> i

_§(a—3)iSa4 (3 7)

J i ==0 3Ty Q=-T

1

(38)

iliskileri oldugu (35) tamimlarindan agiktir.
Ayrica bu tanimlardan denklik denklemleri sis-
teminin izovektor alani bilesenleri tizerinde

I, =T, =874 = 534 =0 (39)

S,.0,,=0,

aj“aj Sajé‘(a%)j:O (40)

kisitlar1 olmasi gerektigi kolaylikla goriliir.

Elektromagnetik ortamin, elektrik yerdegistir-
me, magnetik indiiksiyon ve toplam akim
yogunlugu vektorlerinin, elektrik ve magnetik
alan vektorlerine kesin nonlineer bagliligi ile
ifade edilebilen ve

D=D(E,H), B=B(E,H), J=J(E,H)

seklinde verilen edilen homojen biinye denk-
lemleri altinda, genel hali (2) ile tanimlanmis ek
degiskenler

Cajm =Cajm> Ogin = €a-3)jn>
5 ; 5 OB ;
U7jm a10a4m = ’0-7_]n 0{]0-6(41’1 ’
OE, OH,
oD, 0q
J S
Ogim = ~0(a-3);Caam = 25> lsi == 5>
oE, ox;
O8jn = _5(0—3)/O-a4n = aDj > bgg =~ an >
: OoH, ot
oJ oJ
- J J

am _5(a—3)j a?’ Tan = _5(a—3)j 87
m n

olarak belirlenir iken bazilar1 6zdes olarak sifir
olacaktir:

Saji = Saja = Sq4i = Sqaa = Syji

aj = Saj4 = Sqai

=8044 =87 =574 = 885 =S84 = 0,

Bu halde bunlara bagl izovektor alani bilesen-
lerinin de 6zdes olarak sifira esit alinmasi gerekir:
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Saji = Saj4 = Sa4i = Sa44 = Sa_ji =844 = Sa4i

aj4

= Saas =57, =874 =55 =534 =0,

Sajn =Sajn=S 4in=S 4n=0;

an
I,=T,,=1,=T7,=T,=T,=0,
Tam :Tan:T7m:T7n:T8m:T8n:0'

Burada o,,, ve o, degiskenleri permiitasyon

sembolii seklinde belirlendiginden alacagi
degerler {-1,0,1} olacaktir. Bu nedenle bunlara
bagl izovektdr bilesenleri de 6zdes olarak sifir
alinmistir. Ek izovektor alani bilesenleri (9, 10,
13, 14) esitlikleri ile elde edilmisti. Yukaridaki
kisitlarin ve (39,40) kisitlarinin (33) ile belirlen-
mis olan izovektor alani bilesenleri ifadelerinde
(35) tanimlar1 géz Oniine alinarak gerekli diizen-
lemelerin yapilmasi ile sonug olarak boyle bir
elektromagnetik ortamin Maxwell denklemleri-
nin esdegerlik doniisiimlerinin izovektér alani
bilesenlerinin yapisi agik olarak

¢ =a,x +a,
T=at+a,,

H.,=BE +hH,+h,,
E=c, £+
D,=-pB +d;D, +d,,
B,=b,B, +b,

J =m.J,

O=aq,

seklinde belirlenir. Burada tansor ve vektor bii-
yukliigiindeki katsayilar sabit degerlidir. Esg-
degerlik dontigiimleri ise

i A

- ¢ 20 T, = ij l+az’

de de

dB, , — dD, ==
d—g:biij'i‘bi, d_g:_ﬂBi+diiDj+di’
dE, - i,
Ezeij Ej+€i9 E::BEi"_hthj-i_hn
dJ; _ T dqf N

E_mij i’ _g_aqf

adi tiirevli diferansiyel denklem takiminin

70)=1, x(O0)=x, E0)=E,
ﬁi(o):Hi’ E(O):Bia Di(O):Di’
JO=J, ,(0)=q,

baslangi¢ kosullar1 altinda integre edilmesi ile
belirlenir. Burada & grup parametresidir.

Bir bagka 6rnek olarak elektromagnetik ortamin
homojen olmadigr varsayimi altinda biinye
denklemleri

D = D(Xﬂ t’E7 H)’ B = B(X’ tﬂ Eﬂ H)’

(34)
J=J(x,t,E,H)

seklinde ele alinmistir. Bu durumda bir 6nceki
incelemeden farkli olarak biinye degiskenlerinin
koordinatlara ve zamana gore fonksiyonel bagli-
liklarini ifade eden ek degiskenler sifir olmaya-
caktir. Bu halde ek degiskenlerden 6zdes olarak
sifira esit olanlar agsagida verildigi gibidir:
=0,

aji = Saja = Saji = Saja

lyi =lys =1y, =13, =0,

T =7

am an :TB =0.

= T7m = T7n = z-8 n

Bunlara bagli ek izovektor bilesenleri

S .=8 =5 .=5

aji aj4 aji aj4

S ajm:S a]n:S a]m:S in— 0:

amn

=0,

Tai =Ta4 =T7i =T74 =O’
T :T :T 7m:T 7n:T 8m:T 8n— 0

denklemlerini saglamalidir. (39,40) kisitlarinin
yukaridaki ek izovektor bilesenleri kisitlari ile
birlikte incelenmesi ile Maxwell denklemlerinin
izovektor alani bilesenleri

¢ =¢(x;,1),
T=T()
H,=pBE, +hH, +e,¢D, +h

1
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E=¢, E,—¢,¢4.B;+€

J

D,=-BB +d;D,; +d,

B,=b,B,+b,
J=mJ,, +¢q,+1,D,+p,H, +p,
O=aq,+d,

yapisinda belirlenir. Bu sonuglar bir 6nceki yap1
ile karsilastirildiginda, elektromagnetik ortamin
homojen varsayiminin esdegerlik doniistimleri-
nin yapisini olduk¢a daralttig1 yorumu yapilabilir.
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