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Ozet

Bu c¢alismada, “Degisen Ardisik Hiicre Yonlii Kapali Formiilasyon — DAHYKF” adli kismi dsferansiyel
denklem ¢ozen yeni bir sayisal yontem gelistivilmistir. Yontemde “Degisen Yonlii Kapali Formiilasyon —
DYKF (Alternating Direction Implicit - ADI) yontemindeki degisen yonler kavraminindan ilham alimmigtir.
Fakat yeni yontemdeki degisen yon DYKF ’de oldugu gibi egrisel koordinat degil, “Ardisik Hiicre Yonle-
ri"dir. Ardistk Hiicre Yonleri dortgen elemanlarin karsilikli kenarlarini takip ederek olusan ardisik yonler-
dir. DAHYKF yoéntemi ile daire etrafindaki sikistirilamaz potansiyel akim elde edilen sonuglar analitik ¢o-
ziimlerle, klasik DYKF yontemi sonuglariyla ve Runge-Kutta zaman integrasyonu kullanan bir Sonlu Hacim-
ler yontemi sonuclariyla karsilastiriimistir. Sonuglar yontemin yapisal ve yapisal olmayan ¢oziim aglarinda
ayni yiiksek performanst gosterdigi ve bunun yaninda kullaniminin kolay oldugunu géstermigtir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu farklar metodu, sonlu hacimler metodu, degisen yonlii kapali formiilasyon yonte-
mi, degisen ardisik hiicre yonlii kapali formiilasyon yontemi.

Alternating cell directions implicit method
Abstract

In this study, a new numerical method named as “Alternating Cell Directions Implicit — ACDI”for solving
partial differential equations is developed. In this study, testing of this method is targetted, since the method
is being newly developed. Therefore, the method is applied on two-dimensional problems, and the incom-
pressible potential flow is considered as an example test problem. Application of the method for three-
dimensional cases is possible. This method is inspired by alternating directions concept of “Alternating Di-
rections Implicit - ADI) method. In the new method, alternating direction is not curvilinear coordinate like
as in the ADI method, but this is “Sequential Cell Directions”. Cell direction is formed by following from
one edge to its opposite edge on quadrilateral. Sequential directions means a chain of directions formed by
sequantial cells. In this study, a cell centered finite volume variation of potential ACDI methods is presented.
The solutions obtained by the ACDI method for the incompressible potential flow around a circular cylinder
is compared with the analytical solutions, with the results of the classical ADI method and a finite volume
method using Runge-Kutta time integration. The results show that this method has the same high perform-
ance on structured and unstructured grids, and its usage is easy.

Keywords: Finite difference method, finite volume method, alternating directions method, alternating cell
directions implicit method.
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Degisen ardisik hiicre yonlii, kapali formiilasyon yontemi

Giris

Hizla gelisen Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi
alaninda hayli genis bir yelpazede ¢oziim algorit-
malart ve ¢éziim ag1 yapilar1 vardir (Henne, 1990,
Jameson, 2003). Bu ¢esitlilige karsilik bir proble-
min hangi tip ¢6ziim ag1 ve hangi algoritmayla
¢oziilmesinin daha uygun olacagi ¢cogu zaman tar-
tisma konusu olmaktadir. Zira séz konusu yon-
temlerin her birinin bir digerine kiyasla olumlu ve
olumsuz yanlar vardir. Tartisilan ana hususlar

e (oOziim algoritmasi: Kapali-A¢ik (Implicit-
Explicit)

e (0Oziim ag1 yapist: Yapisal Yapisal olmayan
(structured-unstructured)

seklinde siniflandirilabilir. Bu iki grup birbirleri
arasinda da eslesebilmektedir. Ornegin, yapisal
¢ozliim ag1 kullanan yontemler ¢cogunlukla kapali
formiilasyonludur (Beam ve Warming, 1982).
Buna karsilik yapisal olmayan ¢6ziim ag1 kullanan
yontemler de ¢cogunlukla acik formii-lasyonlu ya-
pidadir (Caughey ve Hafez, 1994). Yapisal olma-
yan aglarla kapali formiilasyon kullanmak olduk-
ca zordur. Yapisal ¢oziim ag1 kullanan kapali
formulasyonlu yontemler daha kararlidir (¢ogun-
lukla sartsiz kararlidir). Daha hassas sonug verirler
ve daha az adimda yakinsarlar. Fakat yapisal ¢6-
ziim ag1 tretmek oldukca zordur ve tam kapali
formiilasyon kullamlmigsa ¢6ziim zamani uzar.
Degisen Yonli Kapali Formiilasyon-DYKF
(Alternating Direction Implicit Method-ADI) yon-
temi (Hoffmann ve Chiang, 2000; Anderson vd.,
1984) gibi kapali bir formiilasyon kullanmlirsa ¢6-
ziim zamani tam kapal1 formiilasyonlara gore daha
kisa olur. DYKF yontemi her ¢oziim adimi igin
her ne kadar a¢ik formiilasyonlardan daha uzun
¢oziim zamani gerektirse de daha cabuk yakin-
sama Ozelligi nedeniyle toplam olarak genellikle
acik formiilasyonlu algoritmalardan daha hizl
sonu¢ vermektedir. Hayli 6nemli olan tek olum-
suz yani ise, yapisal ag iretiminin ¢ok zor ve
zaman alic1 olmasidir.

Bu calismada amag¢ ¢dzliim algoritmalarinin ve
ag yapilarinin olumlu yanlarint birlestirmeye
calismak, yani yapisal ve yapisal olmayan ¢o-
zim aglarm kullanabilen, hizli kapali for-
miilasyon kullanan yeni bir sayisal ¢éziim algo-
ritmas1 gelistirmektir. Bu amacla c¢alismada

“Degisen  Ardisitk Hiicre Yonli  Kapali
Formiilasyon-DAHYKF” olarak adlandirilan ye-
ni bir sayisal yontem Onerilmis olup, bilgisayar
icin programlanan bu yontemin yetkinligi ¢alis-
ma kapsaminda test edilmistir. Yontemdeki “de-
gisen yon” kavrami klasik DYKF yonteminden
esinlenmistir. Kolaylik diisiincesi ile yontem
simdilik sadece iki-boyutlu halde uygulanmistir.
Ancak 3-boyutlu uygulamalar da miimkiindiir.

Calismadaki test amagli uygulamalar igin sikis-
tirllamaz potansiyel akim problemi ele alinmis-
tir ve bu problemi modelleyen Laplace denkle-
minin sayisal ¢oziimii lizerinde durulmustur. Bu
modelin se¢ilmesinin ana nedeni, 6zellikle akis-
kan akimlartyla ilgili bir ¢ok problem icin
Laplace denkleminin ¢ok sayida aragtirmaci ta-
rafindan incelenmis olmasi1 ve bu bakimdan bir
cok ¢6ziim tekniginin iyi bilinmesi ve bundan
daha da 6nemlisi bir ¢ok halde analitik ¢oziimle-
rinin elde edilebiliyor olmasidir.

Sikistirilamaz potansiyel problemi her ne kadar
potansiyel veya akim fonksiyonu i¢in yazilmis
Laplace denklemi ile temsil ediliyor ise de gerek
bu calismada onerilen DAHYKF yontemi ve
gerekse ilham alinan DYKF yontemi zamanda
ilerleyen (time-marching) tipte birer sayisal
yontem oldugu i¢in, Laplace denklemi yerine,
buna benzeyen ancak ilaveten zamana gore bir
tiirev igeren ve literatiirde “Zamana Bagl Di-
flizyon Denklemi” veya “Zamana Bagh Is1
Denklemi” olarak taninan

2 2
5_”=v2u=5_2‘+5_2’ (1)
ot ox~ oy

denkleminin kullanim1 daha uygun bulunmus-
tur. Zira bu denklem zaman degiskeninin ¢ok
biiylik degerleri i¢in Laplace denkleminin ¢6-
zlimiine yakinsayacaktir. Bir ¢cok arastirmaci da
benzer nedenlerle bu denklem iizerinde degisik
sayisal yontemleri uygulamislardir (Douglas ve
Rachford, 1956; Douglas, 1955).

Degisen ardisik hiicre yonlii kapah

formiilasyon-dahykf yontemi
Bu yontem DYKF yo6nteminde oldugu gibi de-
gisen yonlerde kapali formiilasyonlar kullan-
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maktadir. Fakat DAHYKF yontemindeki degi-
sen yonler DYKF yontemindekinden farklidir.
Y Ontemin orijinal bir yan1 da budur.

Ardisik hiicre yonleri kavrami

Cift sayida kenarlara (veya {iig-boyutlu halde
ylizeylere) sahip hiicrelerde (Sekil 1) karsilikli
kenarlardan (ya da yiizlerden) gecen yonler ta-
nimlamak miimkiindiir. Bu yonlere, bu ¢aligsma-
da “Hiicre Yonleri” (Cell Directions) denilmek-
tedir. Sayisal yoOntemlerde hiicreler iizerinde
interpolasyon, doniisiim ve benzeri bir ¢cok ma-
tematiksel uygulama aslinda bu yonleri kullan-
maktadir.

(a) (b) (©)

Sekil 1. Hiicre yonleri: (a) dortgen hiicre (b)
altigen hiicre, (c) dikdortgen prizmasi seklinde
hiicre

Bu tip hiicrelere sahip bir ag yapisinda birbirini
izleyen hiicrelerin yonlerini birlestirerek Sekil
2’de goriildiigii gibi “ardisik hiicre yonleri”
(Sequential Cell Directions) elde etmek miim-
kiindiir. Sayisal bir ¢dziim s6z konusu oldugun-
da “Ardisik Hiicre Yonleri” ¢6ziim bandi olarak
da anilabilir.

Tek bloklu yapisal aglarda Ardisik Hiicre Yon-
leri dogal olarak egrisel koordinatlarla ayn1 ola-
caktir. Yapisal olmayan aglarda ise bu yolla bir
yon yapist olusturmak ve bu yapidan yararlana-
rak DYKF benzeri ¢oziim yontemleri uygula-
mak miimkiindir. DAHYKF yo6ntemi ardisik
hiicre yonlerinde kapali formiilasyon uygulamak
suretiyle li¢ diyagonalli katsayilar matrisine sa-
hip denklem sistemleri olusturup bunlar1 ¢oze-
rek islemektedir. Klasik DYKF yonteminde ol-
dugu gibi zamanda yarim adim ilerlerken bu
yonler degistirilmektedir.

Degisen ardigik hiicre yonleri kavramimi kulla-
narak kapali formiilasyon uygulayan bir¢ok
yontem oOnermek miimkiindiir. Bu yoOntemler

kullandiklar1 ayriklastirma teknigine gore ve
¢ozlim noktas1 olarak hiicrenin hangi noktalari-
nin alindigia bagli olarak cesitlilik gdsterecek-
tir. Yapilan incelemeler sonucu bu c¢aligmada
hiicre merkezli, sonlu hacim ayriklastirmasi kul-
lanan bir DAHYKF yonteminin uygun olacag:
degerlendirilmistir.

Sekil 2. Dortgen elemanli yapisal olmayan bir
g yap Y
¢oziim aginda ardisik hiicre yonleri

Hiicre merkezi esash, sonlu hacim

ayriklastirmali DAHYKF yontemi
DAHYKF yontemindeki sonlu hacim ayriklas-
tirmalar1 i¢in ¢ok yaygin olarak bilinen bir hiicre
merkezli formiilasyon kullanilmistir (Swanson
ve Turkel, 1997). Sekil 3’te hiicre merkezli bir
ayriklastirma icin genel olarak kullanilan hiicre
noktalar1 sematik olarak gosterilmektedir.

Bu ayriklastirmanin ag¢ik formiilasyonlu bir uy-
gulamas1 da gelistirilen DAHYKF yonteminin
karsilagtirilacagi yontemlerinden birisi olarak
diisiiniilmiistiir. Ag¢ik formiilasyonlu zaman
integrasyonu i¢in en yaygin olan ¢éziim yonte-
mi ise Runge-Kutta teknigidir (Jameson, 1997,
Swanson ve Turkel, 1997).

Sonlu hacimler, integral formda uygulanan bir
teknik olup, buna gore (1) denklemi hiicre alan
tizerinde integre edilirse zamana bagh difiizyon
denkleminin integral formu:

2 2
ja—”dA = [Vuda=[ (a—L;+a—ZJdA )
Yoo A

olarak elde edilir. Soldaki zamana gore tiirev
integral disina alinir ve ayrica denklemin sag
tarafindaki integralin mertebesi Green teoremi
uygulanarak diistirtiliirse:
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6m4jdﬂ%&@@% 3)

ot Ox On Oy on

bulunur. Sekil 3’teki M merkezli hiicre i¢in C
sinir1 abed dortgenidir. Buna gore (3) esitligi:

ds= [ Ty | Zanl

abed

el o i(@x Os

abcd

seklinde diizenlenebilir. Burada j; = .[”dA dir.

abed

Bilinmeyen hiicreler

Degerleri bilinen olarak kullanilacak
hiicreler (agik formulasyonla)

'Y Coziim dalinin diger denklemlerinde
i bilinmeyen olacak hiicreler

M noktasindan gecgen ¢oziim bandinda
kullanilmayan hiicreler

Kenarlarda aki degerlerinin eldesi igin
alinacak integral alanin ¢eperleri

Sekil 3. Hiicre merkezi esasli, sonlu hacim
ayriklastirmast igin integral bolgeleri

Esitligin sag tarafinda degiskenlerin uzay eksen-
lerine gore tlirevlerinin (aki) hesabi s6z konusu
olup, abcd dortgeninin kenarlart iizerinde bu
integrallerin ayr1 ayr1 alimmasi gerekmektedir.
Sonlu hacimler yonteminde tlirev hesaplamalari
sonlu fark yonteminde oldugu gibi degil, ama
yine integraller yardimiyla yapilmaktadir. Yani
alan (veya lUg¢-boyutlu halde hacim) iizerinde
integralle ortalama degerler hesaplanmaktadir.
Bu nedenle aki integrallerinin de yine alan
integraline, yani alanda ortalama hesabina do-
niistiiriilmesi gerekmektedir.

Sekil 3’te kenarlar iizerindeki aki integrallerini
hesaplamak i¢in tanmimlanmis bdlgeler goriil-
mektedir. Bu integral bdlgeleri hiicrenin merke-
zi bir kose, komsu hiicrenin merkezi karsi kose
ve iki hiicrenin ortak kenarmin uglar1 da diger
koseleri olugturmak iizere bir dortgenden olus-
maktadir. Bu alanlar sayesinde komsu noktala-
rin degerleri de iliskilendirilerek korunum yasa-
lar1 daha iyi saglanmaktir. Ornegin, ab kenari
iizerindeki aki integrallerini hesaplamak i¢in
MaPb dortgeni kullanilmaktadir. Bu hesabi1
formiile etmek i¢in Oncelikle MaPb dortgeni
iizerinde aki hesaplarinin yapilmasi gerekir.
Akimin bu dortgen iizerindeki integrali alan
integralinden egri integraline doniistiiriiltirse:

ou Ox
(), un= [ Graa= [ uSr
) MJP;, et Majpl: @ (5)
(Z_zlb A = AM[P,, a_sz ) M;[Pbu _;ds
=_ I ug—xds:— J.u dx
A)

seklinde aki degerlerinin bu alanlardaki ortala-
ma degerleri elde edilir. Yukaridaki integraller
trapez kurali ile hesaplanirsa:

_(”M 'H"a) (ua 'H”P)

X )y Avapy (“P +“b)

(w, +u,,)
+ Ay, +~—2——MIA
I 5 \V pp, 5 be_ (6)

_(”M +ua) (ua +uP) 1

Ay aP

Ma+

2
+(“P +“b)

2 aP

(”h Tuy )

2

Zxxaob +

Ax bM

ifadeleri bulunur. Makalenin devaminda ortala-
ma degerler st cizgili verilmeyecektir. Uzun
karmagik denklemlerle ugrasmamak igin ve
programlama kolaylig1 agisindan denklemleri
sistematik bir bicimde kiigiik parcalara bolerek
genel bir formda yazmak uygun olur. Bu genel
form icin kenar temelli bir formiilasyon en uy-
gun yapiy1 olusturacaktir. Sekil 4’te bdyle bir
yapinin elemanlar1 goriilmektedir.
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N17 NZ
Pl) PZ

: Hiicre merkezleri
: Kése noktalari

Hiicre kenarlar1

Integral almak icin
tanimlanan
dortgenin kenarlari

Sekil 4. Genel formda kenar temelli formiilasyon
icin olusturulmug yapi

Bu yapiya gore P;P, kenarindaki aki integrali:

au
- dy— | —dx= ) Ayz{—j Ax12(7)
PP 1;[,@( I " RB @/% RR

seklinde yazilabilir. (6) denklemindeki aki dife-
ransiyel agilimi da yeni formata gore diizenlenerek

Lpp =Lyuy +Lyuy +Lpup+Lyup, (7a)

112

elde edilir. Buradaki L biiyiikliikleri ag geomet-
risine bagl integral ¢arpanlari olup her hiicre
i¢in sabit degere sahiptir. Onceden hesaplanip
saklanabildiklerinden islemler hizlanmaktadir. L
carpanlari (7) denkleminden:

O+ 9+ A+ A A )

"=
2‘14PNPN
_ (AyReAyRM AV pp B+ A +AXP5AXPNZ)

APNPN (8)
(A0 A+ g+ v+ A
E 2“’4131\/131\/2
(A0 + A0 A+ A A, g+ A A )
L=
ZAfl’NleNz

seklinde hesaplanabilir.

(8) ifadelerinde, goriildiigii gibi kose noktalar
da kullanilmaktadir. Buna gore her ¢6ziim adi-
minda kose noktalarinin degerleri interpolasyon
ile yenilenmelidir. interpolasyon ydntemi olarak
ortalama almak yeterlidir. Programlamanin her
hiicre i¢in ¢evrim yapisi, oncelikle kenarlar i¢in

bir ¢evrim ve her kenar ¢evriminde bu kenari
cevreleyen integrasyon dortgenin noktalarinda
bir i¢ cevrimden olugmaktadir (Sekil 4.). Bahse-
dilen kenarlara ait dortgenin koselerini donen
¢evrim i¢in (8) denklemi diizenlenirse:

4 4
KPPZ ZLK,N Uy :Z IK,N )
N=l

N=

elde edilir. Burada K indeksi hiicrelerin kenar
numaralarmi N, Sekil 4 ‘deki integrasyon dort-
genin koselerini ve Ixy ise K kenarmin
integrasyon dortgenin N numarali kdsesinin
integral terimini belirtmektedir. Yontemin za-
man integrasyonu i¢in, temel karsilastirma yon-
temi olan DYKF ile ayni olmasinin dogru ola-
cag1 diisiincesiyle ileri farklar teknigi kullanil-
mistir. (4) Denkleminin sol tarafindaki zaman
tiirevi de ileri farklarla ayriklastirilirsa:

Apg———— (uM ualdM) Z]KPPZ ZZL kN Uy (10)

K=1 N=1

elde edilir.

Sinir sartlar

Bu calismadaki test problemlerinde Dirichlet
tipi siir sart1 uygulanmis olup, Sekil 5 deki M
merkezli sinir hiicresinin sinir1 tizerindeki sartlar
u,=cj, up=c; seklindedir. Burada c; ve c; biiyiik-
liikleri sabitler olup, uygulamalarda bu degerler
analitik ¢oziimlerden elde edilerek kullanilmig-
tir. Sinir sartinin uygulanmasinda ab dogrusu
iizerinde aki degerlerinin integrasyonu gerek-
mektedir. Bu integrasyon Sekil 5’teki aMb iig-
gen alanminda yapilmaktadir. Integrasyon alami
degistigi icin integrasyon carpanlari da degise-
cektir. Nitekim (8) bagmtilarindaki integrasyon
carpanlar1 bu {iggen alan igin:

2 2
(Ayafz + App, AV + AXpp, +AxP1PzAleP])

L, =

1 2A[JIN]P2N2
I :(AyanJrAymAyszlJrAxPP +Axp A’CPN])(U)
f)z 2A1)IN1P2N2

AXPIPZAXNIPI + AxPleAxPZN,
24gxp,,

(AyP,PZAszN, "'AyP,PZAyN,P1 +J

N, —
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seklinde elde edilebilir.

........

]:;/’~. "
~N/

Sekil 5. Dirichlet simir sartinda kenar aki deger-
lerini hesabu icin integral bolgeleri

DAHYKF yontemi daha once de ifade edildigi
gibi ardisik hiicre yonlerini esas alan bir ¢oziim
algoritmasina sahiptir. Bu bakimdan formiilas-
yonda sadece denklemin yazildig: hiicre {izerin-
deki degerler degil, ayn1 yondeki komsu hiicre-
lere ait degerler de bilinmeyen olarak tanim-
lanmaktadir. Bu tanimlama &yle yapilmaktadir
ki her denklemde {i¢ bilinmeyen yer almakta ve
ardisik olarak yazilan denklemlerde bilinmeyen-
ler de ardisik olarak bulunmaktadir. Boylece her
¢Oziim bandinda yazilan denklemlerin olustur-
dugu lineer denklem takiminin katsayilar matrisi
lic-diyagonalli olmaktadir. Bunu saglayan, ¢o-
ziim bantlarinin “hiicre yonleri”’nde olmasidir.
Cozlim bantlar1 her hiicreden sadece iki kez ge-
cecek ve boylece her hiicre, her iki yoniinde,
DYKF yonteminde oldugu gibi ayr1 ayri kapah
formiilasyonla hesaplanmis olacaktir. Genel
formda yazilmig olan (9) denklemindeki /x v bii-
yiikliigiiniin, ¢esitli durumlar i¢in bilinen ve bi-
linmeyenler olarak tanimlamalar asagida veril-
mistir. Eger N noktas1 kenar noktalar1 ise (P;, Ps)

Iy = LNuold,N (12a)

N noktas1 hiicre merkezi ve bilinmeyen ise
(N1,N>)
I, =Lyu, (12b)

N noktas1 hiicre merkezi ve bilinen ise (N; N>)

Iy = Lyt n (12¢)
seklindedir. Bu ifadeler Sekil 6’da gosterilen
hiicrenin iki hiicre yoniindeki denklemleri yazi-
larak daha iyi anlasilabilir. (10) Denklemi Sekil
6’ya gore agik bir formda yazilip bilinenler sol
tarafa bilinmeyenler sag tarafa toplanarak

Lo, +(l7\/lab+lﬂ/lbd+ dc+le%b6dj Uy +Louy =

(La”a +lbub)ab +(l1euR +Lu, +Ld”d)bd +
2‘/4abcd

(Ldud +Lcuc )dc +(liuL +Lcuc +Laua )ca T uoldM

(13)

elde edilir.

Sekil 6. Bir hiicre yapisinda iki yondeki ¢oziim
bantlar

(C0ozlim bandinin diger yonde olmasi durumunda
(13) denklemindekine benzer bir ifade ayni se-
kilde elde edilecektir. Coziim algoritmasi, hiicre
iizerinde ¢6ziim bandinin yoniine goére bu denk-
lemlerden birini yazar ve bu denklemler de kat-
sayilar matrisi tig-diyagonalli olan bir denklem
takimi1 olusturur. Her ¢6ziim bandinda bu sekil-
de elde edilen lineer denklem takimlar1 standart
yontemlerle ¢oziiliir. Her iterasyon adimi so-
nunda kenar noktas1 degerleri interpolasyon ile
yenilenerek islemlere devam edilir.

Yukarida anlatilan ¢éziim algoritmasinin prog-
ramlanabilmesi i¢in klasik veri dizi yapilar ye-
terli olmamaktadir. Bu nedenle bu c¢aligmada
uygulanan 6zel veri yapisindan ve programla-
madan bahsetmek yararli olacaktir. Cok degisik
veri yonetimleri mevcuttur (Sedgewick, 1988).
Bu ¢alisma i¢in en uygun goriilen veri yonetim
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yapist ise hiicre temelli dort kenarli veri yapisi-
dir (Cell based quad edge). Veriler esas olarak
iki adet tek boyutlu dizi grubunda tutulmaktadir.
Bu diziler kdse noktalarini igceren noktalar kii-
mesi grubundan ve hiicre bilgilerini saklayan
dizi grubundan olusmaktadir. Hiicre grubunda
dort kenarin bilgileri bulunmaktadir. Bunlar kul-
lanilarak bir ¢6ziim bandmin basindaki hiicre
bilgilerinden bant izlenebilir. Bunun i¢in ayrica
¢Oziim bandinin baslangi¢ hiicre bilgilerini sak-
layan bir dizi (Header) kullanilmgtur.

Sayisal kararhlik ve yakinsama

karakterleri

Gerek bu ¢aligmada 6nerilen DAHYKF yonte-
minin, ve gerekse karsilastirmalar i¢in kullani-
lan DYKF ve RK4 yontemlerinin kararlilik dav-
raniglarinin bilinmesi, 6zellikle kararlilik acisin-
dan karsilastirilabilmeleri ve sonuglarin yorum-
lanabilmesi i¢in 6nemlidir. RK4 yontemi agik
formiilasyonlu bir yapiya sahip oldugundan sart-
11 kararli oldugu yaygin olarak bilinmektedir. Bu
husus pek cok temel sayisal analiz kitabinda be-
lirtilmis olup, kararhilik analizleri verilmigtir
(Pozrikidis, 1998; Hoffmann ve Chiang, 2000;
Anderson vd., 1984;). DYKF metodu ayni se-
kilde bir ¢cok temel sayisal kitabinda yer almakta
olup ayrica bir ¢ok yayinda uniform kartezyen
ag icin kararlilik analizlerine de yer verilmigtir
(Pozrikidis, 1998; Hoffmann ve Chiang, 2000;
Anderson, 1984; Douglas, 1956a; Douglas,
1956b; Abarbanel vd., 1986). Analizler yonte-
min uniform kartezyen ag i¢in sartsiz kararl ol-
dugunu ispatlamaktadir. Fakat bu yontemin eg-
risel koordinat sisteminde kararlilik analizi ¢ok
az yaymda yapilmistir = (Abrashin  ve
Dzyuba,1994). Bu yayinlarda DYKF yontemi-
nin, sadece hiicre en ve boyunun esit olmasi ha-
linde sartsiz kararli oldugu belirtilmektedir.
DAHYKF yontemi yapisal olmayan ¢6ziim ag-
larin1 da kullandigindan kararlilik analizi i¢in bu
yapiya uygunlugu nedeniyle ayrik pertiirbasyon
tekniginin (Hoffmann ve Chiang, 2000) uygun
olacagi degerlendirilmistir. Yer darligi nedeniy-
le kararlilik analizi bu ¢alismada verilmemistir
(Bkz. Cete, 2004). Kararlilik analizi sonucunda
yontem sartsiz kararli ¢ikmakta buna ek
olarakda At sonsuza gittikge kararlilik karekteri-
nin arttig1 ortaya ¢ikmustir.

Uygulamalar

Bu calismada uygulama olarak daire etrafindaki
potansiyel ¢oziim ele alinmis ¢6ziim ag1 sikligi,
bozuntular ve zaman aralig1 etkileri DYKF ve
RK4 yontemleri ile karsilastirilarak incelenmis-
tir. Tlim uygulamalar P IV anakarth ve 2.4 MHz
hizindaki bir bilgisayarla yapilmistir. Coziilen
denklem ise daimi olmayan 1s1 iletimi denkle-
midir, bu denklem yakinsadiginda daimi hali
yani Laplace denklemine ddniismektedir.
Laplace denklemi ayrica potansiyel akista akim
fonksiyonu denklemidir. Daire etrafindaki po-
tansiyel akisda akim fonksiyonu ii¢ tip sayisal
metod ile ¢oziilmiistiir. Daire etrafinda potansi-
yel akisin analitik ¢oziimii mevcut oldugu i¢in
caligmada direk hatalar da hesaplanabilmekte-
dir. Sayisal metodlardan biri ¢calismada Onerilen
ve Degisen Ardistk Hiicre Yonli, Kapali
Formiilasyonlu  DAHYKF (Alternating Cell
Directions Implicit, ACDI) yontemi diye isim-
lendirdigimiz yontemdir. Bu sayisal yOntem
dortgen elemanli yapisal ve yapisal olmayan ¢o-
zim aglan etrafinda daimi olmayan 1s1 akisi
denklemini kapal1 formulasyon ile ¢ozmektedir,
daire etrafindaki potansiyel akisin analitik so-
nuglar1 ve sinir sartlar1 bir onceki baslik altinda
verilmistir. Karsilastirmada karigiklik olmamasi
nedeniyle tiim sinirlarda Dirichlet siir sart1 ve
deger olarak analitik degerler kullanilmigtir.
DAHYKF yonteminin yapisal ¢6ziim aglarinda-
ki ve kapali formulasyondaki performansini kar-
silagtirabilmek i¢in egrisel koordinat sisteminde
yazilmis Degisen Yonlii, Kapali formiilasyonlu
DYKF (Alternating Direction Implicit, ADI)
yontemi kullanilmaktadir. Yapisal olmayan ¢o-
zim aglarindaki performansini karsilastirabilmek
amaci ile zaman intagrasyonunu Runge-Kutta ile
yapan Sonlu hacimler metodu (Metod i¢in RK4
denilecektir) kullanilmaktadir. Burada ilham
kaynagi olan DYKF yontemi bir sonlu farklar
metodu olmasina ragmen DYKF y6ntemi aslinda
bir sonlu hacimler yontemidir. Birim yarigapin-
daki daire etrafindaki akim fonksiyonu (Ytikse-
len, 1995, Jones, 1979) asagidaki gibidir:

Y (23)

v, y)=y-—"7
X +y

Hata terimide ¢0ziimiin analitik fonksiyon ile
farkindan elde edilmistir
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(a)

(b)

7 774
Az

Sekil 10. Calismada kullanilan yapisal ¢oziim aglart (a) 31x31, (b) Bozuntulu, (c)Burulmus,
(d) Burulmus-Duiizgiinlestirilmis ¢oziim aglar

Sekil 11’de DAHYKF yo6nteminin yapisal ¢6-
ziim aginda akim fonksiyonu escizgileri, anali-
tik degerleriyle karsilagtirmal1 olarak verilmistir.
Sekil 12’de 31x31 elemanli yapisal ¢6ziim ag1
ile li¢ sayisal yontemin ¢oziimleri yakinsama
iterasyon sayilar1 agisindan karsilastirilmastir.
DYKF yonteminin zaman adimlart artarken 6n-
ce yakinsamanin hizlandig1 fakat bir optimum-
dan sonra yakinsamanin yavasladigi goriillmek-
tedir. DAHYKF yontemi ise ayni sekilde yakin-
samas1 hizlanirken zaman aralig1 artik¢a opti-
mum bir degere oturmakta ve yliksek zaman
araliklarinda ayni kalmaktadir. Ayrica her iki
yonteminde biiyilk zaman adimlarinda ¢6ziim
vermesine bakilarak sartsiz kararli oldugu soy-

lenebilir. RK4 yontemi bilindigi iizere sartl ka-
rarl bir karekter sergilemektedir. RK4 yontemi-
nin yakinsayabildigi zaman araligi degerleri
25~50 kat daha diismektedir. Bir iterasyonu
DAHYKF yontemi DYKF yonteminden yakla-
stk 1.5 kat daha uzun siirede, RK4 yontemi ise
yaklasik 4 kat uzun siirede ¢ozmektedir. Aslinda
DAHYKEF yontemi ile DYKF yontemi arasinda
hiz farkinin olmamasi beklenmektedir, ¢iinkii
bir iterasyonda yaptiklar1 islem sayilar1 birbirle-
rine denk diizeydedir. Boyle bir farkin olmasi-
nin sebebinin dizi ve degisken yapilar1 arasinda
fark oldugu disiiniilmektedir, DYKF yOntemi
cok basit yapisi ile dizileri otomatik sekilde kul-
lanmasina ragmen, DAHYKF yonteminde bir

297



A. R. Cete, M. A. Yiikselen

/2'33:’//\ DAHYKE
e | — |
‘ Aaltik

) 000//—\ ----------- —
/1.833/\
I

150

[ —138

|16

YAPISAL COZUM AGI
30x30

Sekil 11. 31x31 yapisal agli halin DAHYKF yontemi ile ¢oziimiiniin akim fonksiyonu ¢izgileri ve
analitik sonuclarla karsilastirilmasi

indeksleme sistemi ile her degisken cagrilabil-
10° mektedir. Zaman araligina gore en iyi yakinsa-
g ma iterasyon sayilar1 arasindaki karsilastirmada
= I 1 T e ise ibre DYKF yonteminden yana goziikmekte-
> | —¢— RK4 dir. Burada DAHYKF yonteminin avantaji ise
< 10' . g g S
» = F optimum noktasinin bilinmesidir, ¢ok biiyiik
& | zaman araliklan secildiginde DAHYKF yonte-
z I / minin optimum yakinsama iterasyon sayisinda
& 10 A\| ¢coziim vereceginin bilinmektedir. DYKF yon-
E '\\ / teminde ise hangi zaman araliginin optimum
< | T Ad—d—d oldugu bilinemeyecektir. RK4 yontemi ise acik
& 1l \'\ / formiilasyonlu olup bu nedenle sarthi kararli ol-
510 g k\/ dugu i¢in bu karsilagtirmalarda oldukca basari-
<O s1z ¢ikmistir. Bu ¢6ziim aglarinda optimum (ya-
- ni yakinsak en yiiksek zaman aralig1) yakinsama
top bl il ool ol ol - jterasyon sayist DYKF yonteminden 50 kat da-
10° 107 100 100 __ 100 100 100 10

DT ha fazladir, her iterasyonun DYKF yonteminden

4 kat yavas c¢oziildiigiide disiintiliirse aradaki

Sekil 12. 31x31 yapisal ¢oziim ag ile DYKF, fark oldukg¢a fazladir. Coziiciilerin hassasiyeti
DAHYKF ve RK4 ¢oziimlerinin yakinsama ise asag1 yukar1 aym mertebededir. RK4 ve
iterasyon sayisinin zaman araligina gore DAHYKF yonteminin ortalama hatalar1 yakla-
degisimleri sik aynidir, fakat bu hata degerleri DYKF yon-
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temininkinden maksimum 1.5 kat daha fazla
cikmaktadir. Bu sonuglardan 6zellikle hassasi-
yet konusunda DYKF yonteminin ¢ok biiytik bir
fark olmasa da daha iyi bir performansi oldugu
goriilmektedir, bunun yaninda DAHYKF yo6n-
teminin zaman aralig artirildik¢a optimum per-
formansa ulasmasi da olduk¢a 6nemli bir 6zellik
oldugu diistiniilmektedir. Ayrica DAHYKF yon-
teminin ayriklastirmasinin daha yiiksek merte-
bede yapmak miimkiindiir (Cai vd., 2003). Bu-
nun yaninda Sonlu Hacimler ayriklagtirmasinin
¢cOziim ag1 kalitesinden daha az etkilenecegi dii-
stinlilmektedir, bunun {izerine 31x31 boyutlu
yapisal ¢oziim agin1 degisik tip deformasyonlara
ugratilarak ¢oziiciilerle test edilmistir. Bu de-
formasyon sirast ile bozuntulu, burulmus ve bu-
rulmus-diizgiinlestirilmis (Sekil 10) olmak tizere
lic tip olarak se¢ilmistir. Bozuntulu ¢6ziim ag1
noktalarin rastlantisal sekilde konumlarmin kii-
clik oranlarda degistirilerek elde edilmektedir.
Burulmus ¢6ziim aglar1 ortogonal yapiy1 boza-
rak ¢6ziim aglarinin burulmasindan elde edil-
mektedir. Burulmus-diizgiinlestirilmis ¢6ziim
aglar1 ise burulmus ¢oziim aglarinin Laplasiyen
diizglinlestirme uygulanmis halidir, bu ¢6ziim
ag1 tipini bu test caligsmasi i¢ine sokmanin sebe-
bi DAHYKF yonteminin oOzellikle hassasiyet
acisindan bu tip diizgiinlestirmeye hassas olma-
sidir, bu yapida diizgiinlestirme yapilsa dahi bu-
rulmusluk (skewness) hala korunmaktadir. Sekil
13’te bozuntulu 31x31 boyutlu ¢6ziim aginin
DYKF ve DAHYKF yontemi ile alinmis ¢o-
ziimlerinin yakinsama karakter ve degerleri go-
rilmektedir. Buradan c¢ikan sonu¢ DAHYKF
yonteminin yakinsama karakterini degistirmedi-
gidir, ayrica yakinsama agisindan normal ¢6ziim
agin sonuglarindan farkli olmadig1 gézlenmek-
tedir. Buna karsilik DYKF yontemi biiyiik bir
performans kaybina ugramis ve sartsiz kararlilik
yapis1 bozulmustur. DYKF yonteminin 2 boyut-
ta sadece hiicrelerin en ve boylarinin esit olmasi
durumlarinda sartsiz kararl oldugu bilinmekte-
dir. Sonlu farklar metotlarinin metrik yani ¢o-
ziim ag1 kalitesine bagimli oldugu formiilasyon-
larindan da anlagilmaktadir. DYKF yonteminin
avantaj1 ise hassasiyetinin ¢ok fazla diigmeme-
sidir. Bu 6rnekle DAHYKF yonteminin bozun-
tulu ¢oziim ag1 ile yakinsama karakterini kay-
betmemekle birlikte hassasiyetini oldukca kay-

bettigi goriilmektedir. Burulmus ¢6ziim aglari-
nin yakinsama karakterleri de Sekil 14’te gorii-
lebilmektedir. DAHYKF yontemi ayni yakin-
sama karakterini korumus ve DYKF yOntemi
yine sarth kararli bir davranis gostermistir, ayri-
ca kararlilik araliginin daralmasindan yontemin
burulmaya daha hassas oldugu diisiiniilmektedir.
Bu 6rnekte DAHYKF c¢ok biiytik bir hassasiyet
kaybma ugramistir. Bunun burulma isleminin
¢Oziim aginin diizgilin yapisini (dortgen yiizeyle-
rin birbirlerine gore dengeli boyutta olmasi)
bozdugu diisiiniilmektedir, DAHYKF yo6ntemi
interpolasyon kullandig1 i¢in bu diizgiin yapiya
hassas oldugu bilinmektedir. Bu nedenle burul-
mus ve diizgiinlestirilmis ¢6zim aginda da ¢o-
ziimler yapilmistir, Sekil 15°te bu ¢oziimlerin
yakinsama karakterleri goriilmektedir. Bu ¢o-
ziim agindaki diizglinlestirme islemi DYKF
yonteminin performansinda higbir etki yapma-
dig1 goriilmektedir fakat DAHYKF yonteminde
yakinsama agisindan higbirsey fark etmemis
olmasina ragmen hassasiyet ¢cok fazla artmis ne-
redeyse normal ¢oziim agindan daha iyi bir orta-
lama hata vermistir.

[ BOZUNTULU AG: 31x31 |
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5 - ——&—— DAHYKF
i i
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< B A A A A
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X =
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Sekil 13. Bozuntulu 31x31 yapisal ¢oziim agi ile
DYKF ve DAHYKF yontemleri ¢oziimlerinin
yakinsama iterasyon sayisinin zaman araligina
gore degisimleri

Sekil 16 642 noktali diizgilinlestirilmis yapisal
olmayan ¢oziim aglarinin RK4 ve DAHYKF
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BURULMUS AG: 31x31 |

goriilmektedir. Bu sonuglardan goriilebildigi
gibi DAHYKF yontemi ayni karakteri goster-

10° p
g YKE mektedir, goriilmektedir ki ister yakinsama ister
7 | l\. — A DAHYKF hassasiyet acisindan yapisal olmayan diizgiin-
| lestirilmis ¢6ziim aglar1 sonuglar1 yapisal sonug-
2 10°F lardan geri kalmamaktadir.
5 |
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DT DAHYKF yonteminin c¢alisma sonucunda de-

Sekil 15. Burulmus-diizgiinlestirilmis 31x31 ya-

pisal ¢oziim agi ile DYKF ve DAHYKF yontem-

leri ¢oziimlerinin yakinsama iterasyon sayilari-
min zaman araligina gore degisimleri

yontemleri ¢oziimlerinin yakinsama karakteri
goriilmektedir. Sekil 17°de de ayni1 ag tizerinde-
ki DAHYKF yo6ntemi sonucunun akim ¢izgileri

gerlendirilen genel karakter ve Ozelliklerini
maddeler halinde asagidaki gibi verilebilir.

e DAHYKF yontemi hizli kapali bir for-
mulasyona sahiptir.

e Yapisal ve yapisal olmayan dortgen
elemanli ¢6ziim aglarin1 desteklemekte-
dir. Ayrica sik olmamak sart1 ile ¢6ziim
ag1 icinde liggen elemanlarda sorunsuz
desteklenmektedir.
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Sekil 17. Diizgiinlestirilmig yapisal olmayan 642
noktali ¢oziim agi ile DAHYKF yontemi ¢oziim-
lerinin akim ¢izgisi grafigi

e Her tiirli agda sartsiz kararlidir. Bu analitik
ve sayisal olarak ispatlanmistir.

e Yapisal ¢oziim aglarinda DYKF yontemi
gibi performansinin ¢ok yiiksek oldugu bi-
linen metodlara yakin bir performansi gos-
terebilmektedir.

e DAHYKF yonteminin en iistiin yani ise ya-
pi1sal olmayan ¢oziim aglarinda yakinsama,
hassasiyet ve bilgisayar ¢oziim zamanlari
acisindan cok yiiksek bir performans gos-
termesidir, yapisal ¢oziim ag1 hassasiyet,
yakinsama ve hizlilik karekterlerine denk
bir performans elde edebilmektedir.

e (0zim zaman araligmma gore yakinsama
karekteri DYKF yonteminden farkli olarak
her tiirlii ¢6ziim aginda aynidir ve ¢éziim
zaman araligl arttifinda optimum yakinsa-
ma degerlerine ulasilmaktadir, buda opti-
mum yakinsama i¢in gerekli ¢éziim zaman
araliginin bilinmesi anlamina gelmektedir.

e Metod diizgiinliikten oldukca etkilenmekte
fakat sadece hassasiyet kayb1 olugsmaktadir.
Yapilan orneklerde hassasiyet bir merteben
(order) fazla diisebildigi goriilmiistiir. Bu
problemin ¢6ziimii ise ¢ok basit laplasiyen
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diizgiinlestirme metodu ile ¢oziilebilmekte-
dir.

e DAHYKF yonteminin Yaklasik Carpanla-
rma Ayirma (Approximate Factorization,
Mitchell ve Griffiths, 1980), Alt-iist tiggen-
sel ayirma (LU Decomposition, Lomax vd.,
1999) gibi daha st diizey kapali formulas-
yonlu metodlarin uygulamasina uygunlugu
heniiz aragtirllmamastir.

Sonuglardan goriildiigii gibi DAHYKF yontemi
genis ¢Ozlim ag1 alternatiflerinde yiiksek per-
formans gostermektedir. Yontem kolayca elde
edilebilen yapisal olmayan ¢6ziim aglarinda ya-
pisal ¢oziim aghh kapali formiilasyonlu
metodlarin performansini gosterebildigi i¢in bu
tir metodlarin avantajlari1 yok edebilecektir.
Elbette bu caligmada yeni bir yontem onerildigi
icin sadece daha basit potansiyel akimlar ¢o-
ziilmiistiir. Euler, Navier-Stokes gibi daha kar-
masik akis ¢oziimlerinde metodun nasil davra-
nacagi ileriki ¢calismalarda incelenmelidir.
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