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Ozet

Bu ¢alismada N adet bagimsiz degiskene bagli olan bir¢ok degiskenli fonksiyonun degerlerinin ba-
gimsiz degiskenlerin sonlu sayida deger takimi icin verildigi ve fonksiyonun analitik yapisinin is-
tendigi ¢cok degiskenli interpolasyon problemlerinin daha az degiskenli interpolasyon problemlerine
indirgenmesi amaglanmistir. Boylelikle, hesaplama karmagsiklig: diistiriilecek ve problemin bilgisa-
yar ortaminda programlanmasi da kolaylasacaktir. Bu amacgla, N degiskenli bir interpolasyon
problemi N adet tek bagimsiz degiskenli interpolasyon problemi haline getirilmektedir. Belirtilen
indirgeme igin ilk olarak I M. Sobol tarafindan tasarlanan Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
(YBMG) yontemi gelistirilmistir. Bu yontem ¢ok degiskenli verinin hiperprizmatik érgiiniin tiim dii-
giimlerinde verildigi problemlerde veri boliimlemesinde kullanilmaktadir. Béliimleme sonucunda
elde edilen tek degiskenli veri kiimesinden ¢ok degiskenli fonksiyon igin aranilan analitik yapt yak-
lasik olarak elde edilebilmektedir. Yontemin temel felsefesini olusturan sonlu terimden olusan agi-
limin yapisi baskin olarak toplamsal ozellikler tasiyan c¢okdegiskenli veri kiimelerine ait
interpolasyon problemlerinde gergek sonuca yakin gosterilimler elde etmeyi saglamaktadir. Arani-
lan analitik yapi, yani verilen ¢ok degiskenli veri kiimesinin yapisi, toplamsal ozelliklerden uzakla-
sip ¢arpimsal veya melez ozelliklere sahip olmaya basladiginda YBMG yonteminin verimi diismek-
tedir. Bu baglamda alternatif yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu amagla, problemde verilen veri
takiminin yapisina gore Carpimsallastirilmis Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (CYBMG) ve Melez
Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (MYBMG) yontemleri de olusturulmustur. Belirtilen bu yontemler
YBMG yéntemi araciligryla boliimlenmis veriyi kullanarak ¢carpimsal veya melez yapiya sahip fonk-
siyonlar i¢in daha iyi yaklasiklik elde eden gosterilimler olusturmayr hedeflemektedir.
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Multivariate interpolation applications
of different high dimensional model
representations

Extended abstract

In this work, the main purpose is to reduce the mul-
tivariate interpolation problems to the less-variate
interpolation problems in which the values of a mul-
tivariate function having N number of independent
variables are given for a finite number of data and it
is asked to determine an analytical structure for this
function. As a result, the computational complexity
of the problem will decrease and it will become eas-
ier to write programs for the computer-based appli-
cations. For this purpose, a package of N number
of univariate interpolation problems is constructed
from a N dimensional interpolation problem. High
Dimensional Model Representation (HDMR) method
is developed for the mentioned reduction process of
the interpolation problem to determine approximate
representation for the analytical structure of the
sought function. HDMR is a divide — conquer
method and was first proposed by I.M. Sobol, then
generalized by H. Rabitz. HDMR has an expansion
for a given multivariate function such that its com-
ponents are ordered starting from a constant com-
ponent (zeroth order multivariance) and continuing
in ascending multivariance, that is, univariate,
bivariate, trivariate components and so on. Compo-
nents of this representation are determined by using
an imposition of vanishing integrals. Since the main
purpose of this work is to partition the given multi-
variate data into lower variate data, HDMR algo-
rithm is reconstructed for data partitioning. This
new method can be used for partitioning the data of
multivariate interpolation problems in which the
values of the sought function are given at all nodes
of the hyperprismatic grid. Using these partitioned
data the analytical structure for the sought function
is obtained through Lagrange interpolation formula.
When the nature of the HDMR expansion given be-
low and the numerical implementations are exam-
ined it is seen that new methods are needed to obtain
better approximate representations when the sought
function does not have purely or dominantly additive
nature. Hence, it can be said that the nature of the
sought multivariate function and the features of the
given data set have characteristic roles on the de-
velopment of these methods. The sought function
may have a multiplicative or an intermediate nature.

Certain other methods are developed for interpola-
tion problems having these types of structures.

Factorized form of the HDMR method is called Fac-
torized High Dimensional Model Representation
(FHDMR). This method has a multiplicative expan-
sion and the components of FHDMR expansion are
evaluated by making comparisons between the
HDMR and the FHDMR expansions of the multi-
variate function. To construct a unique comparison
procedure certain idempotent operators are inserted
into the HDMR expansion. After inserting these
mentioned operators and expanding the FHDMR
expansion into an additive expression, relations for
FHDMR components of the multivariate function
can be obtained in terms of the components of the
data partitioning technique.

In most cases the nature of the given multivariate
data and the sought multivariate function have nei-
ther a purely additive nor a purely multiplicative
nature. They have a hybrid nature. So, a new method
is developed to obtain better results and it is called
Hybrid High Dimensional Model Representation
(HHDMR). This new method has an expansion in-
cluding both the HDMR and the FHDMR expan-
sions of the multivariate function through a hybridity
parameter. The main problem in this method is to
determine the best value for this parameter to obtain
the best representation in the given interpolation
problem. A cost functional is defined to obtain this
mentioned value for the hybridity parameter. An-
other cost functional is defined to find the best rep-
resentation obtained through three methods that
were mentioned; HDMR, FHDMR and HHDMR for
the sought multivariate function. Several numerical
implementations are also given in this paper to test
the efficiency of all these three methods. Various test
functions are selected to examine the performance of
the given methods. When the norm values, defined
for finding the best representation, obtained for each
representation method in the implementations are
examined the best representation for the purely or
dominantly additive functions are obtained through
HDMR method. If the sought function has a purely
or dominantly multiplicative nature, FHDMR
method gives the best representation. On the other
hand when the sought function has an intermediate
nature then HHDMR method is needed to determine
a better representation.

Keywords: High dimensional model representation,
multivariate functions, interpolation, approximation.
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Yiiksek boyutlu model gosterilim

Giris

Dogal, Uygulamali ve de Sosyal Bilimler'in bir-
cok dalinda oldugu gibi Kuramsal ve Uygula-
mali Mekanigin de bir¢ok alt alaninda degisken
sayist 3'ten ¢ok olan fonksiyonlarla karsilasilir.
Bu cok degiskenlilik, sayitsal (istatistik) ya da
kuvantum tabanli olan ¢ok serbestlik dereceli
sistemlerde olaganiistii biiylik degerlere tirma-
nabilir. Bu durumlarda, ilgilenilen fonksiyon
ister analitik olarak isterse sayisal deger ¢izelge-
siyle verilsin, incelemelerin alisilagelmislerin
disinda yontem gerektirecegi akla gelir. Bu ca-
lismada bu dogrultuda bir yapilandirim sergi-
lenmektedir.

N adet bagimsiz degiskene bagl olan ve genel
olarak f(x,,...,x,) seklinde gosterilen bir gok

degiskenli fonksiyonun analitik yapis1 yerine
sonlu sayida deger takimi i¢in degerlerinin ve-
rildigi interpolasyon problemlerinin ¢dziimii N
sayisinin biiylimesi durumunda sorunlar yaratir.
Boyle durumlarda problemi c¢ok degiskenli
interpolasyon yerine az sayida degiskenli
interpolasyon problemi haline getirmek yararl
olabilir. Bu tiir problemlerde bol-yonet algorit-
malar1 kullanilabilir. Sobol (Sobol, 1993; Sobol
2003) tarafindan tasarimlanan Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilim (YBMG) algoritmasi1 taban
alimarak gelistirilen ¢esitli algoritmalar bol-
yonet felsefesi ile ortaya ¢ikmistir. Bu yontem
daha sonralar1 Herschel Rabitz (Rabitz ve Alis,
1999; Alis ve Rabitz, 2001; Li, Rosenthal ve
Rabitz, 2001; Li, Wang ve Rabitz, 2002) ve Me-
tin Demiralp (Demiralp, 2003; Baykara ve De-
miralp, 2003) tarafindan ¢esitli arastirma alanla-
rinda uygulanmak iizere gelistirilmistir.

Ortaya c¢ikan interpolasyon problemlerindeki
deger takimlarinin 6zellikleri fonksiyonun yapi-
si1 belirledigi gibi Yiiksek Boyutlu Model Gos-
terilim algoritmalarinin se¢imini de etkilemek-
tedir. Verilen deger takimi her bir bagimsiz de-
giskene ait olan noktalar kiimesinin bir kartez-
yen c¢arpimi seklinde olusturulmus ise dik koor-
dinat sisteminde calisilmaktadir. Bu yapinin el-
de edilmesi amaciyla uygun bir agirlik fonksi-
yonu tanimlanmalidir. Buna bagli olarak da
Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim algoritmasi
kullanilabilir (Demiralp ve Tunga, 2001). Bu
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calismada bu tiir verilerin igerildigi interpolas-
yon problemlerine yonelik gelistirilen algorit-
malardan sozedilecektir.

Ote yandan fonksiyonun toplamsal veya car-
pimsal ozellikler tagimasina gore ya da her iki
ozelligi iceren bir yapida olmasina gore kullani-
lacak algoritma farkliliklar gostermektedir. Yal-
nizca, toplamsal 6zelliklere sahip bir fonksiyona
ait, kartezyen ¢arpim ile olusturulmus, bir deger
takimi verildiginde daha 6nce sozedilen Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilim algoritmasi kullani-
labilecekken, c¢arpimsal 0Ozelliklere sahip bir
fonksiyon i¢in bu algoritmadan elde edilen bile-
senlerin de yardimiyla olusturulan Carpimsal-
lagtirllmis  Yiksek Boyutlu Model Gdosterilim
(CYBMG) algoritmas1 kullanilabilir (Tunga ve
Demiralp, 2004).

Incelenebilecek bir baska durum ise, fonksiyo-
nun hem toplamsal hem de ¢arpimsal 6zellikler
tastyabilecegi durumdur. Boyle bir durumda
hem Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim algo-
ritmast hem de Carpimsallastirilmis Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilim algoritmasi ayni al-
goritma igerisinde ayni1 anda kullanilarak olustu-
rulan Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
(MYBMG) algoritmas1 giindeme getirilebilir
(Tunga ve Demiralp, 2003).

Bu calismada, belirtilen bu algoritmalarin, anali-
tik yapilar1 daha 6nceden bilinen, fonksiyonlara
ait deger takimlar1 iizerindeki uygulamalar1 ve
gergek yapilar ile bulunan yaklasik yapilar ara-
sindaki iligkiler vurgulanmak istenmektedir. Bu
amaca yonelik olarak burada bu algoritmalarin
yapisindan kisaca sozedilecektir.

Yiiksek boyutlu model gosterilim
Verilen bir f(x,,...,x5) c¢ok degiskenli fonksi-

yonu i¢cin YBMG agilimi asagidaki esitlikle ve-
rilebilir.

N
S (xpenxy) = fo +Zfil (x;,)
=1

N (1)
+ Zfiliz (x5, )+ frow (s xy)

iy ip =1
i<y
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Burada verilen agilimin sag yaninda bulunan
terimler asagida verilen kosulu saglayacak se-
kilde bulunmaktadir.

bl bN
[y [ ey ) £ =0,
4 an

I<i<N

2)

Yukarida verilen kosula ait bagintida bulunan
W(x,,...,x,) agirlik fonksiyonu tek degiskenli

fonksiyonlarin ¢arpimindan olusturulmus bir
fonksiyondur.

N
W(xsenx) = [, (x),
J=1

1<j<N

€)

x; € aj,bj],

Denklem (2)’de verilen kosul asagida verilen
diklik kosuluna karsilik gelmektedir.

(filizmik ’ﬁliz---il) =0,
{isenniy }# il

Burada diklik kosulu bir iggarpim tizerinden ta-
nimlanmakta ve Denklem (1)’de verilen gerek
f(x,...,x,) fonksiyonunun gerekse sag yan-

4
1<kI<N ¥

daki bilesenlerin karesi integre edilebilen fonk-
siyonlar oldugu varsayilmaktadir. Kare integ-
raller ve iggarpim, bagimsiz degiskenler i¢in
bastan belirlenen belli bir aralik tizerinde tanim-
lanmakta ve herbir degisken i¢cin o degiskene
bagli olarak verilen bir agirlik fonksiyonu kul-
lanilmaktadir.

(u,v) EJ.:ldlel(xl)mI:deW(xN)>< 5)

XUX |y ee ey Xy V(X ]y Xy )

Ayrica yukarida sozii edilen bilesenlerin kolay-
ca saptanabilmesi i¢in, agirlik fonksiyonlariin
herbirinin ilgili aralik iizerindeki integralinin 1
oldugu yani,

b; .
ja"dijj(xj)zl, 1<j<N (6)
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esitliginin gecerli oldugu da varsayilmaktadir.

Bu calisma ¢ok degiskenli interpolasyon amagl
oldugundan herbir bagimsiz degiskenin (— o0, oo)
araliginda  deger aldigi  varsayilmaktadir.
f(x,...,xy) fonksiyonunun yapisinin analitik
bir sekilde olmas1 yerine bir ¢izelge lizerinden
X;,...,xy bagimsiz degiskenlerinin tanimladig:
Euclid uzayinda verilen sonlu sayida noktada
aldig1 degerler bigiminde verilmekte oldugu dii-
stiniilmektedir. Euclid uzayindaki noktalar ise
kartezyen carpim tiizerinden tanimlanmaktadir.
Bu tanim i¢in 6nce x; degiskeninin alabilecegi

deger takimi asagidaki sekilde tanimlanmakta-

(7)

Bu deger takimlarindan asagidaki kartezyen
carpima gegcilebilir.

KEKI XKzX"'xKN

(8)
x 'nin agik tanimi asagidaki bicimde verilebilir.

K= {z‘ |7 =(Xp5e0sXy)sx; €KLIS < N} 9)
Interpolasyon igin gelistirilmesi gereken yap1
f(x,...,xy) fonksiyonunun yalnizca bu nokta-
lardaki degerlerini igermelidir. Dolayisiyla,
f(x,...,xy) Uzerinde alinmasi gereken integ-
raller de salt bu noktalardaki f(x,,...,x,) de-
gerlerini icermelidir. Bu yapi, agirlik fonksiyo-
nunun bu amaca gore yapilandirilmasi ile sagla-
nabilir. Bu amacla yapilmasi gereken eylem
agirhik fonksiyonunun bir takim Dirac delta
fonksiyonlarinin (Zemanian, 1987) dogrusal bir-
lesimi olarak tanimlanmasidir.

W;(x;)= Z,l“/(cj)a(xj _‘ff('kj)) (10)

xjeaj,bj], I<j<N
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Bu ana kadar verilen agirlik fonksiyonu tanim-
lamasi, 6zellikleri ve ortogonallik kosullar: sa-
yesinde Denklem (1)’in sag yaninda bulunan
gosterilimin bilesenlerinden £, degismezinin
belirlenmesi i¢in (1) esitliginin her iki yami
W, (x;)---Wy(xy) ile carpilir ve bagimsiz de-
giskenlerin tanimladigi Euclid uzaymin timi
lizerinde integrali alinacak olursa:

fo=.{@) [ @), (11)
T:( 1(k1),.“’ ](\;CN)) o (@) :al(lﬁ) ...a%‘N), 12)
1<k;<n,, I<j<N

sonucuna ulasilir. f, (x,,) biiyiikligiiniin belir-
lenmesi i¢in ise yine (1)’in her iki yam
W) Wy X W g (X)) Wy (xy ) ile
carpilarak, x, disindaki tim bagimsiz degis-

kenlerin olusturdugu Euclid uzay1 iizerinde
integrali alinacak olursa:

Fule® )= g, @) f (7, E5)

(m)

Tn€K (13)
-2 /@),
TEK
(m) _ Tm |Tm :(xla-"’xm—l’xm+1"'"xN)’
B x;€x;, 1<j<N, j#m (14)
gr(nkm) GKm, lgkm Snm’ ISmSN

elde edilir. Boylece, f,,(x,) fonksiyonu igin
analitik bir yap1 yerine n, adet ikili (x,, ye
karst f, (x,)) deger takimi igeren bir ¢izelge
elde edilir. Bu ¢izelge f, (x,) fonksiyonunun

varsayilan bir yap1 altinda belirlenmesine yani
interpolasyon yapilmasina olanak saglar. Boyle-
likle, cok degiskenli interpolasyon, en azindan
bu fonksiyonlar icin, tek degiskenli interpo-
lasyona indirgenmis olur. Fonksiyonun genel
yapisinin bulunabilmesi i¢in analitik bir yapinin
tanimlanmasina veya bir hesaplama kuralina
gereksinim vardir. Eger YBMG ile saptanacak
olan fonksiyon yeterince diizgiin ise, ilgili ara-
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liklarin kartezyen ¢arpimu ile olusturulan stirekli
bolgeye ait tim bagimsiz degiskenlerin ¢okte-
rimlisi ile yaklastirilabilecektir. Bu amagla, asa-
g1daki ¢okterimli olusturulabilir.

P = 3 Ly () fon G,

k,,=1

(15)

fr(nk’")elcm, 1<m<N

Burada bulunan L, (x,) c¢okterimlileri, fonksi-

m

yonun yapisina bagli olmayan Lagrange ¢okterim-
lileridir. Lagrange cokterimlilerinin belirlenmesi
ile birlikte Denklem (15)’de verilen p, (x,) tek

bagimsiz degiskenli fonksiyonlar1 elde edilir.
Bu fonksiyonlar, YBMG ile yaklastirim yapar-
ken kullanilan fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar
ile degismez terimin toplaminin olusturdugu
acilim interpolasyon noktalar1 belli olan fonksi-
yona yaklastirimin gerceklesmesini saglamakta-
dir. Bu yaklastirim asagida verilmektedir.

N
S@enXy) = fy+ ) p(x,) (16)
m=1

Carpimsallastirilmis YBMG
Bu gosterilim 6zellikle carpimsal 6zelliklere sa-
hip ¢ok degiskenli fonksiyonlarin analitik yapi-
sinin bulunmasinda kullanilabilecek olan bir
acilima sahiptir.

5

N

f(xl,.-.,xwr{]‘[(m,-l(xil)

i=1

N

< T10

iy =1
iy<iy

[(L+ 7y (xpse )]

+7,. (xil,xl.z)) Xeee X (17)

hiz

Verilen bu bagint1 ile (1)’de verilen bagint1 ara-
sinda karsilagtirmalar yapilarak yeni bagimntilar
elde edilebilir. Bu baglamda karsilagtirma yap-
mak amaciyla asagidaki Ozelliklere sahip olan
idempotent operatorler kullanilabilir.
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(id) id) _ p(id) 7(id) i) P _ i)
;L =L, [Ij ]:Ij o (18)
jk=12,..,N

(1) ve (17)’de verilen bagintilar belirtilen opera-
tor kullanilarak

N
f(xla"'axN) = fOI +Zﬁ1 (xz'l )IiEld)
i=1
- id) 7 (id (19)
+ Z‘filiz (xl-l,xl.2 )]ét )][(21 ) ...
iy ip =1
i)<iy
N y
J(Xp,exy) =1, 1_[<I+rl.1 (xl.l)llﬁl )) X
i=1
. 0)
X H (I + rl'll'z (xi1 ’xiz )szid)li(zid) ) X
o

seklinde yeniden yazilirsa ve operatoriin ilgili
katsayilar1 birbirleri ile eslestirilirse asagidaki
degismez terim ve tek degiskenli bilesen elde
edilir.

"o =Jo 21)

fil (x;)
fo

r(x,)= (22)

Burada verilen bagintilarin sag yaninda bulunan
bilesenler ¢ok degiskenli fonksiyonun YBMG
terimleridir. BOylece bu terimler kullanilarak
CYBMG bilesenleri elde edilmis olur. Bu bile-
senler kullanilarak fonksiyonun CYBMG yak-
lastiran1 sadece degismez terim ile tek degisken-
li terimler kullanilarak asagidaki gibi ifade edi-

lebilir.

Melez YBMG

Toplamsal ve ¢arpimsal ozelliklerin ayn1 anda
bulundugu bir fonksiyon yapisi giindeme geldi-

N

f(xl""axN)szH

i=1

(23)

fz’l (xil)j
l+———
fo
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ginde Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
kullanilabilir. Bu durumda y melezlik degistir-

geni olmak iizere

N
fo+Zﬁl(xil)+---J+

ij=1

anlattm1 giindeme gelmektedir. Bu anlatim
g06zoniine alindiginda bir yaklastiran

f(xl,...,xN)=;/[

(24)
N

(1- 7)[’”0 [H (t+r, (x)

i=1

Spsesxy)mhy (X, oxy3y) =

(25)
E}/Sj(xl,...,xN)+(1—}/)Pk(x1,---,xN)

seklinde tanimlanabilir. Bu yaklastiranin ele-
manlar1 fonksiyonun analitik yapisin1 yaklasik
olarak betimleyecek (24) bagmtisin1 olustur-
maktadir. Bu elemanlarin  genel yapisi;
S;(xp5..,xy)  YBMG  yaklagtiranmi  ve

P (x,...,xy) 1se CYBMG yaklastiranin1 gos-
termek lizere

Sj(xla'“ax]\]):Sj_l(xl,...,xN)
N
# ) S Gy ), 1SN (20)
5o el =1
i1<---<ij
Ve

Po(x;,0,xy) =P (x,...,x5)X%

N

< T10

iyl =1
i) <-+<iy

+7;

ity (Kioeee X

seklindedir. Bu ¢alismada verilen ¢ok degiskenli
veri en fazla tek degiskenli veri takim1 cinsinden
boéliimlendigi ve degismez terim ile tek degis-
kenli YBMG ve CYBMG terimleri kullanildig:
icin Melez YBMG araciligiyla en iyi sonucu
alabilmek amaciyla 4, yaklastiran1 glindeme

getirilecektir.
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Py (X X5 7)) =08 (X,.00xy)

28
+(=-y)A(xy,..., (28)

Xy)

Bundan sonraki adim, melezlik degistirgeninin
yukarida verilen yaklastiran ile en iyi sonucun
alinmas i¢in gerekli olan degerinin saptanmasi-
dir. Bu amagla asagidaki fonksiyonel tanimlan-
maktadir.

F(x,....,xy37) =

(29)
=[x,

xN)_hll(xl""’xN;y)”z

Burada verilen normu en kii¢iik yapan y degeri

aranan deger olacaktir. Bu nedenle asagidaki
kismi tiirevin sonucu hesaplanmalidir.

F _y

o7 (30)
Bu normun hesaplanabilmesi i¢in Denklem
(10)’da verilen agirlik fonksiyonu ve Denklem
(28)’de verilen MYBMG yaklastiraninin agik
hali kullanilacaktir. Gerekli hesaplamalar yapil-
diginda

F(xp,.esXy3y) = Z Z{HWJ

Ji=l jn=INi=1
x[f(@‘-'“,--.,@%fN))—as(5“1’,...,5}{“) (1)
_(1_7)P1(§1(j1)a~ (JN) ]

sonucuna ulagilir. Denklem (30)’da belirtilen
kismi tiirev alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

(32)

Bu sonugta kullanilan kisaltmalar ise denklem
33’te tanimlanmustir.

Bu ifadelerden elde edilen y degeri Denklem

(28)’de verilen bagintida yerine konursa analitik
yapis1 aranilan ¢ok degiskenli fonksiyona ait
Melez YBMG yaklagtiran1 elde edilmis olur.
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A = SN ( a(z)JS (W g0y
A=l jy=I\i=l
n ny (N
A2 — {HQ(I)JP (]1)’ (/N))2
G=l o jy=Iisl
n N
A3 — Z (Ha :)Jf(é:(]l)’ (JN))
A=l i=l
xS, (é:(h), é:(/zv)) (33)

N
4, —Z 2\ e

Ji= JN_I( i=1

Jf(é(h)’ é:(JN))

é:(JN))
aﬁf)}g (é:(/l) g(]zv))

% P (5(]1)

.1_

% P (é:(/l),

]N—1
(JN)

En iyi gosterilimin bulunmasi

Bu ¢alismada degismez ve tek degiskenli terim-
ler kullanilarak YBMG, CYBMG ve MYBMG
yaklastiranlar1 olusturuldu. Olusturulan baginti-
lar ve problemde verilen veri takimi esliginde
analitik yapist aranilan birgok degiskenli fonk-
siyona yaklasik bir gosterilim elde edilebilmek-
tedir. Ancak elde edilen bu yapilarin hangisinin
gercek analitik yapiya daha yakin oldugunu bu-
labilmek ayr1 bir 6neme sahiptir. Bu baglamda
asagidaki norm tanimi yapilmaktadir.

:||f(x17--~axN)_ﬁzew(xl""’xN)|| (34)
caXy )||
Bu ifadede bulunan f,,, (x,,...,x, ) fonksiyonu

YBMG, CYBMG ve MYBMG yaklagtiranlarin-
dan herhangi bir tanesine karsilik gelmektedir.
Bu norm ifadesinin hesaplamalar1 yapilirsa ve

0, =(f(§l<jl)’__',§(m>)

_fnew(f(h)a . 9z(JN))) (35)

ile
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0, = f(E,...&0) (36)
tanimlar1 kullanilirsa
nN %
3. z[n}
_ Ji= JNT
N=| 37
Z 2 Ha“’ 0,
LAa=l  Jy=l1

bagintisi elde edilir. Bu bagint1 kullanilarak elde
edilen en kiigiik norm degeri en kii¢iik bagil ha-
tay1 verecektir. Bunun anlami da, boylelikle en
1yi gosterilimin hangisinin oldugunun bulunaca-
gidir.

Sayisal uygulamalar

Bu boéliimde calismada verilen yontemlerin de-
gisik Ornekler iizerinde uygulanarak elde edilen
sayisal ¢Oziimlerin sonuglar verilecektir. Belir-
tilen yontemler, verilecek ti¢ ayr1 6rnek {izerinde
denenecektir. Orneklerden birincisi toplamsal
ozelliklerin ikincisi ise c¢arpimsal Ozelliklerin
agir bastig1 uygulamalar olacak. Sonuncu 6rnek
olarak ise hem toplamsal hem de carpimsal
ozellikleri igerisinde barindiran ve diger 6rnek-
lere gore baskin ozellikler tasimayan bir uygu-
lama verilecektir. Bu uygulamalar1 olusturabil-
mek ve gercek sonugclar ile karsilagtirip bu ca-
lismada verilen yeni algoritmalarin verimliligini
test edebilmek amaciyla analitik yapis1 dnceden
bilinen ¢ok degiskenli fonksiyonlar kullanila-
caktir.

Bu oOrneklerde sayisal sonuglarin elde edilme-
sinde MuPAD programlama dili kullanilmistir
(Oevel ve digerleri, 2000). MuPAD, hem sayisal
hem de simgesel hesaplamalarin yapilabildigi
sayisal tabanli bir dildir. Sayisal sonuglarin elde
edilmesinde programlar 20 basamakli duyarl-
likta calistirilmaktadir. Bunun yanisira, prob-
lemlerde verilen deger takimlarinin MuPAD’de
yazilmis programlara uygun hale getirilmesi i¢in
birtakim yardimci program parcaciklar1 da kul-
lanilmaktadir. Bu programlar ise, PERL prog-
ramlama dilinde yazilmistir. PERL (Practical

Extraction and Report Language), dili bir rapor-
lama dilidir.

Ik sayisal uygulamay1 olusturabilmek amaciyla
asagidaki ¢cok degiskenli fonksiyon kullanilmak-
tadir.

F(xpenns a,=2i-1  (38)

10
Xi9) = Z aiXi,
i=1

Bu fonksiyon 10 adet bagimsiz degiskenden
olusmakta ve herbir degisken i¢in asagidaki gibi
tanim araliklar1 verilmektedir. Araliklardaki her
noktanin arasindaki artim miktar1 ise 0.1 kadar-
dir.

0.1<x, <04, 04<x,<0.5,
02<x, <03, 05<x,<0.8,
0.6<x5<0.7, 0.9<x,<1.0, (39)
11<x, <1.2, 1.7<x <2.0,
1.9<x, <20, 1.6<x,<19

Bu araliklar1 kullanarak elde edilen kartezyen
carpim kiimesi 16384 diiglimden olusur. Herbir
diigiim 10 adet parametre ile ifade edilmektedir.
Fonksiyonun bu diigiim noktalarindaki degerleri
(38)’de verilen analitik yapr araciligiyla elde
edilebilmektedir. Boylece, ¢ok degiskenli bir
interpolasyon problemi i¢in gerekli olan tiim
veriler olusturulmustur. Bundan sonraki asama
YBMG yonteminde verilen degigsmez ve tek de-
giskenli bilesenlerin bulunmasidir. Daha o6nce-
den belirtilen MuPAD programlar1 kullanilacak
olursa degismez terim icin asagidaki deger elde
edilir.
fo=132.8 (40)
Tek degiskenli bilesenleri bulmak demek yuka-
rida verilen bagimsiz degisken araliklarinda bu-
lunan noktalara karsilik YBMG yonteminin tek
degiskenli terimlerinin degerlerinin bulunmasi
demektir. Sadece bu uygulamaya 6zgii olarak
elde edilen bu degerler acgik bir sekilde asagida
verilmektedir.
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£0.1)=-0.15, £,(0.2) =—0.05,
£,(0.3)=0.05, £,(0.4)=0.15,
£,(0.4)=-0.15, £,(0.5)=0.15,
£(0.2)=-025, £,(0.3)=0.25,
£,(0.5)=-1.05, £,(0.6)=-0.35,
£,(0.7)=035, f£,(0.8)=1.05,

£:(0.6)=—0.45, £.(0.7) = 0.45, @1
£,(0.9)=-0.55, £,(1.0)=0.55,

£, (1.1)=-0.65, f,(1.2)=0.65,

£ (1.7)==225, f,(1.8)=-0.75,

£(1.9)=0.75, f,(2.0)=2.25,
£,(1.9)=-0.85, £,(2.0)=0.85,
f0(1.6)=-2.85, f,(1.7)=—0.95,
F0(1.8)=0.95, £,,(1.9)=2.85,

Verilen bu sonuglar kullanildiginda asagidaki
YBMG yaklastirimi elde edilmektedir.

S, (Xy5..05x9) =1.0x; +3.0x, +5.0x;
+7.0x, +9.0x5 +11.0x4 +13.0x; +15.0x4

+17.0xy +19.0x,, + 6.4623485x 107 x,
+9.20884666 x 1072

(42)

Burada S,(x,,...,x,,) fonksiyonu sadece de-

gismez terim ile tek degiskenli terimleri iceren
YBMG yaklastiranina karsilik  gelmektedir.
Analitik yapis1 aranilan fonksiyonda toplamsal-
lik 6zellikleri baskin olarak 6n plana ¢iktigindan
elde edilen yaklastinm bilgisayar ortamindaki
cok ufak hesaplama hatalar1 yok varsayildiginda
tam sonug olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu so-
nug yapisi (34)’de verilen goreceli hata degerin-
de de gozlemlenebilmektedir.

N =2.8425870876069956792 x 102 (43)

Elde edilen bu sonug yeterli oldugundan bu tiir
uygulamalarda CYBMG veya MYBMG bile-
senlerinin bulunup ilgili yaklastiranlar1 olustur-
maya gerek yoktur.

ikinci uygulama olarak ise carpimsallik 6zellik-
leri baskin olan asagidaki bes bagimsiz degiske-
ne sahip olan analitik yapiy1 segiyoruz.
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5
f(xl,xz,x3,x4,x5)=Hxi (44)
i=1

Bu analitik yapmin bagimsiz degiskenlerinin
alabilecegi degerler kiimelerini ise asagidaki
gibi belirlemekteyiz.

& =10.42,0.47,0.51,0.73},

&, ={0.56,0.76,0.82,0.91,1.02},
0.11,0.19,0.27,0.43,

& = {0.45,0.49,0.51,0.69 }

&, =1{0.32,0.45},

& =1{0.18,1.05}

(45)

Bu deger kiimeleri kullanilarak olusturulan kar-
tezyen carpim kiimesi 640 diigiimden meydana
gelmektedir. Bu kiimenin elemanlart kullanila-
rak fonksiyonun o noktalardaki degerleri de be-
lirlenmektedir. Bu veriler kullanilarak 6nce
YBMG bilesenleri belirlenir, daha sonra bu bi-
lesenler kullanilarak CYBMG bilesenleri olus-
turulur. CYBMG yaklastirani ile elde edilen so-
nucun analitik yapist uzun oldugundan burada
verilmemektedir. Ancak, goreceli hata degerleri
hem YBMG hem de CYBMG yaklastiranlari
icin asagidaki gibi hesaplanmustir.

Ng =0.31623397290076237087

46
N, =0.8366157749323359x107** o

Gorildiugi tizere fonksiyonun analitik yapisinin
baskin carpimsal 6zellikler tagimasi nedeniyle
CYBMG yontemi ile elde edilen yaklastirim
YBMG ile elde edilen yaklastirnma gore daha
1yi bir sonug¢ vermekle birlikte gercek sonucu da
vermis bulunmaktadir.

Son sayisal uygulama olarak ise hem toplamsal
hem de carpimsal 6zelliklere sahip olan ve bu
ozelliklerden herhangi birisinin baskin olmadig:
alt1 bagimsiz degiskene sahip bir analitik yapiy1
ele aliyoruz.

f(xl,...,xé):( 47)
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Bagimsiz degiskenlerin tanim araliklar1 ise asa-
g1daki gibidir.

02<x,<05, 0.6<x,<1.0,
0.1<x,<04, 03<x,<1.0,
0.7<x5<I1.1 12<x,<13

(48)

Birinci 6rnekte oldugu gibi burada da araliklar-
daki herbir nokta arasindaki artim miktar1 0.1
kadardir. Bu veri takimi ile olusturulacak kar-
tezyen carpim kiimesi ise 6400 elemanlidir. Bu
calismada verilen ii¢ algoritma da kullanilirsa
elde edilen yaklastiranlar arasindan en iyisinin
tespit edilecebilecegi goreceli hata degerleri ise

Ng =0.072974820828389470502
Np =0.019171006720016314967
N, =0.0051259118232244553505

(49)

seklinde elde edilmistir. Sonuclardan da goriil-
diigii iizere Melez YBMG yo6ntemi fonksiyonla-
rin baskin olarak belirli bir 6zellige sahip olma-
dig1 durumlarda diger iki yontemi de igerdigi
i¢cin daha verimli bir sekilde ¢alismaktadir.

Sonuglar

Cok degiskenli interpolasyon problemleri ele
alindiginda problemdeki degisken sayis1 arttikca
standart yontemlerin kullanilmasinda sorunlar
¢ikmaktadir. Islem karmasikligindan kaynakla-
nan hatalar ve problemin bilgisayar sistemlerine
yonelik  modellenememesi  gibi  eksiklikler
olugmaktadir. Boyle durumlarda verilen ¢ok de-
giskenli interpolasyon problemi yerine problemi
daha az degiskenli alt problemlere indirgemek
zaman kazanimi agisindan dnemlidir. Bu ¢alis-
mada, bu amacla, verilen bir N degiskenli
interpolasyon problemi Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilim yontemi araciligiyla N adet tek de-
giskenli alt problemlerin toplamina indirgen-
mektedir. Yontem kapsaminda verilen agilimda
bulunan daha fazla degiskenli bilesenler ise dis-
lanmaktadir. Boylece analitik yapisi aranan ¢ok
degiskenli fonksiyon icin bir yaklastirim elde
edilmektedir. Elde edilen bu yaklasik sonucun
bircok sayisal uygulamada kabul edilebilir ol-
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dugu yapilan denemelerde gozlemlenebilmistir.
Bu sekilde cok degiskenli interpolasyon prob-
lemlerinin hesaplama karmasikligir oldukca dii-
stiriilmiis ve miihendislik problemleri i¢in kabul
edilebilir yakinsama oranlarinda yaklagtirimlar
elde edilmistir.

Bu c¢alismada verilen {i¢ yontem yukarida sozii
edilen yaklastirnmlar1 elde edebilmek amaciyla
kullanilmaktadir. Yiiksek Boyutlu Model Goste-
rilim yontemi kullanilarak veri boliimlemesinin
yapilmas1 ve daha sonra boliimlenmis bu veri
takimindan Lagrange interpolasyon formulii
aracilifiyla analitik yapilar elde edilmesiyle
olusturulan yaklastirnm 06zellikle toplamsallik
ozelligi baskin fonksiyonlarin analitik yapisinin
elde edilmesinde oldukga etkin olarak kullanil-
maktadir. Bunu saglayan YBMG ag¢iliminin top-
lamsal ozellikler tasimasidir.

Carpimsal 6zelliklerin baskin olarak etkili oldu-
gu fonksiyonlarin analitik yapilarinin elde edil-
mesinde ise YBMG yoOntemi her zaman bagarili
sonuclar verememektedir. Bu nedenle YBMG
tabanli bagka bir yonteme gereksinim duyul-
mustur. Carpimsallastirilmis YBMG yontemi bu
amacla gelistirilmistir. ' YBMG bilesenlerini
kendi bilesenlerinin tespit edilmesi i¢in kullanan
bu yontem, yapisi nedeniyle de ozellikle ¢ar-
pimsallik 6zelliklerini baskin olarak tasiyan ¢ok
degiskenli fonksiyonlarin analitik yapisinin elde
edilmesinde etkin olarak calismaktadir. Bu so-
nug, verilen ikinci sayisal uygulamada da goz-
lemlenebilmektedir.

Yukarida belirtilen fonksiyon yapilarindan daha
genel bir durum ise fonksiyonun analitik yapisi
icin tam bir baskin 6zellik sdylenememesi du-
rumudur. Boyle ara 6zelliklere sahip fonksiyon-
larin analitik yapilarimin bu iki yontemi de bir
degistirgen araciligryla tek bir agilim altinda bir-
lestirip melez bir agilim yardimiyla elde edilme-
si amaglanmistir. Bu dogrultuda Melez YBMG
yontemi gelistirilmistir. Bu yontemde bulunan
en Oonemli asama melezlik degistirgeninin en
uygun sekilde elde edilmesidir. Verilen sayisal
uygulamada da goriilecegi lizere yontemin algo-
ritmasinda tanimlanan bir norm {izerinden bu
degistirgenin degeri istenilen oranda bulunabil-
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mektedir. Bu yaklastirnrmlarin goreceli hata
oranlar1 bu ¢aligmada tanimlanan norm ifadeleri
araciligiyla hesaplanabilmekte ve eldeki ¢ok de-
giskenli problem i¢in en uygun YBMG yontemi
belirlenebilmektedir.
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