
itüdergisi/d 
mühendislik  
Cilt:5, Sayı:6, 49-60 
Aralık 2006 
 

*Yazışmaların yapılacağı yazar: Bayram ÇELİK. celikbay@itu.edu.tr; Tel: (212) 285 34 40. 
Bu makale, birinci yazar tarafından İTÜ Fen Bilimleri Enstitüsü, Uzay Bilimleri ve Teknolojisi Programı’nda tamam-
lanmış olan "Analysis of micro flows using a Finite Element Method" adlı doktora tezinden hazırlanmıştır. Makale 
metni 20.02.2006 tarihinde dergiye ulaşmış, 27.04.2006 tarihinde basım kararı alınmıştır. Makale ile ilgili tartışmalar 
31.08.2007 tarihine kadar dergiye gönderilmelidir. 

 
Özet 
 
Karakteristik Tabanlı Ayırma Algoritması, sürekli rejimde yer alan sıkıştırılabilir ve sıkıştırılamaz 
viskoz akış problemlerinin Sonlu Elemanlar Yöntemi çözümünde geçerlidir. Bu çalışma kapsamın-
da, Karakteristik Tabanlı Ayırma çözücüsü, kayma rejiminde yer alan mikro akış problemlerinin 
çözümünde de kullanılabilecek şekilde geliştirilmiştir. Mikro boyuttaki ters basamak geometrisi 
içindeki azot akışı, geliştirilen çözücü kullanılarak analiz edilmiştir. Bu geometri içindeki akış, ters 
basınç gradyeni ve akım ayrılması içermesi sebebiyle özellikle seçilmiştir. Gerçekleştirilen analiz-
lerde, aynı giriş çıkış basınç oranı ve birbirinden farklı giriş parametrelerine sahip üç ayrı akış he-
saplamalı olarak incelenmiştir. İncelenen bu üç akışa ait parametreler, söz konusu akış kayma re-
jiminde yer alacak şekilde belirlenmiştir. Kayma rejiminde yer alan akışlarda katı duvar yüzeyle-
rinde meydana gelen kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması, Beskok ve Karniadakis’e ait ikinci mertebe-
den sınır şartlarının uygulanmasıyla hesaplanmıştır. Yapılan analizlerde, hesaplamalar için gerek-
sinim duyulan bilgisayar zamanı ve bellek miktarını düşürmek için, pP2P1 tipi elemanlar P1P1 tipi 
elemanların yerine kullanılmıştır. Elde edilen sonuçlar, gerçekleştirilen uyarlamaları doğrulamak 
için literatürde yer alan diğer hesaplamalı sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Gerçekleştirilen bu analiz-
le, akışa ait parametrelerin kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması dağılımı ile ilişkisi araştırılmıştır. Bu 
amaçla, incelenen her üç akışa ait yerel Mach sayısı konturları, kanal boyunca Knudsen sayısı de-
ğişimi grafikleri ve tekrar duvara yapışma mesafeleri bu çalışmada sunulmuştur. Elde edilen sonuç-
lar ve karşılaştırmalar, geliştirilen çözücünün kayma rejiminde yer alan mikro akış problemlerinin 
çözümü ve analizinde kullanılabileceğini göstermektedir. 
 
Anahtar Kelimeler: Kayma-hızı, sıcaklık-sıçraması, karakteristik tabanlı ayırma yöntemi, Sonlu 
Elemanlar Yöntemi, mikro akış. 
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Analysis of fluid flow through a micro 
size backward facing step duct via 
CBS 
 
Extended abstract 
Knudsen number (Kn) is a measure of rarefaction 
and it is defined as the ratio of mean free path (λ) to 
the characteristic length of the flow (L). In contin-
uum regime where Kn is smaller than 10-3, fluid flow 
problems can be solved using continuum models 
such as Navier-Stokes equations (N-S). The interval 
where Kn is in the range of 10-3 to 10-1 is called the 
slip regime. In this regime, N-S solvers can be used 
for simulation of fluid flow if slip-velocity and tem-
perature-jump boundary conditions are employed on 
solid wall instead of usual no-slip and temperature-
wall boundary conditions which are valid in the con-
tinuum regime. 
 
In recent years, extremely small sized devices have 
been manufactured due to the development in pro-
duction technologies. These devices are combina-
tions of electrical and mechanical devices. Their 
sizes are in the range of 1 mm to 1 micron and they 
are called Micro-Electro-Mechanical Systems 
(MEMS). Some applications of the MEMS are re-
lated directly or indirectly to fluid flow. Fluid flow 
through or around the MEMS differs from the larger 
devices. The increase in the surface to volume ratio 
due to the decreasing characteristic length affects 
transport of mass, momentum and energy through 
the surfaces. Furthermore, flow deviates from the 
thermodynamic equilibrium and slip-flow, tempera-
ture-jump, thermal creep, rarefaction, viscous dissi-
pation, compressibility, intermolecular forces and 
other unconventional effects become important. It is 
reported that most of the MEMS devices work in slip 
regime at standard conditions. Thus, using appro-
priate models for numerical simulation of fluid flow 
through or around the MEMS would help to in-
crease its productivity and to reach a better com-
prehension of their functions. 
 
In 1995, Zienkiewicz et al. introduced a unified al-
gorithm designed to replace the Taylor-Galerkin (or 
Lax-Wendroff) methods that have been used in the 
solution of compressible flow problems in Finite 
Element Method (FEM) context. Then, they have 
published several papers concerning the basis and 
applications of this new algorithm. Finally they in-
troduced an algorithm named as Characteristic-
Based-Split (CBS) algorithm. Thus, fractional step  
 

process of Chorin is extended to solve the fluid dy-
namics equations of both compressible and incom-
pressible forms. 
 
In this study, the CBS algorithm is modified to per-
form micro flow analysis. The second order slip-
velocity and temperature-jump boundary conditions 
of Beskok and Karniadakis are implemented on solid 
wall to the micro flow analyses presented in this 
study. The second order formulation proposed by 
Beskok and Karniadakis includes a thermal creep 
term similar to the first order formulation found in 
literature. In this study, semi-implicit form of the 
CBS algorithm is used and in order to reduce the 
size of implicit part of the N-S FEM solver, pP2P1 
type elements are used instead of P1P1.. 
 
Solution procedure and Galerkin weak form the aux-
iliary momentum, continuity, end of step momentum 
and energy equations of proposed CBS algorithm 
are given with details in this paper. Micro backward 
facing step is one of the MEMS devices and fluid 
flow through this device is quite complex since there 
are adverse pressure gradient and separation in 
flow field. In this study, micro backward facing step 
is selected as test geometry for micro flow analysis 
in slip regime. The solver is used to analyze nitrogen 
gas flow through this geometry for three different 
cases having different inlet Mach (M) and Reynolds 
numbers (Re). Inlet to outlet pressure ratio is equal 
to 2.32 for these three cases. To verify the performed 
implementations, obtained results are compared 
with available numerical results found in literature 
in terms of accuracy. Relationships between the flow 
conditions such as inlet M, Re, reattachment lengths 
and slip-velocity, temperature-jump distributions are 
numerically investigated. Local M contours and Kn 
variations are presented within this study for all 
cases. It is observed that increasing Kn at the chan-
nel inlet results in decreasing reattachment length 
values. Decreasing M values at the channel inlet 
results in increasing normalized slip-velocity values 
from entry to exit of the channel. On the other hand, 
temperature-jump values are smaller for the cases 
with lower inlet M. The performed analyses and 
comparisons show that the use of the proposed CBS 
algorithm with pP2P1 type elements is promising for 
fluid flow problems in slip regime. 
 
Keywords: slip-velocity, temperature-jump, charac-
teristic based split algorithm, finite element method, 
micro flow. 
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Giriş 
Mikro-Elektro-Mekanik-Sistemler (MEMS), me-
kanik ve elektrikli aygıtların bir bileşimi olup 
boyutları 1 mm ile 1 mikron arasında değişmek-
tedir. Akışkanın bu küçük aygıtların içi veya 
etrafındaki hareketi sırasında ortaya çıkan sür-
tünme, elektrostatik kuvvet ve viskoz etkiler, 
atalet kuvvetleriyle kıyaslandıklarında oldukça 
baskındırlar (Gad-el-Hak, 2001). Moleküller 
arası ortalama serbest uzaklığın (λ ) akışa iliş-
kin karakteristik boya ( L ) oranı olarak tanımla-
nan Knudsen sayısı (Kn), seyrelme etkisinin bir 
ölçüsü olarak değerlendirilir. Küçülen karakte-
ristik boya bağlı olarak Knudsen sayısı büyü-
dükçe, sürekli ortam yaklaşımına dayalı model-
ler kullanılarak elde edilen sonuçlarla gerçek 
akış değerleri arasındaki fark, artan kayma-hızı, 
sıcaklık-sıçraması, ısıl-sürünme, seyrelme ve 
viskoz kayıplara bağlı olarak artar (Gad-el-Hak, 
2001). 
 
Knudsen sayısının 10-3 den küçük değerler aldı-
ğı sürekli rejimde yer alan akışlar, Navier-
Stokes denklemleri (N-S) gibi sürekli ortam 
yaklaşımına dayalı modeller kullanılarak temsil 
edilebilir. Knudsen sayısının 10-3 ile 10-1 arasın-
da değerler aldığı aralık, kayma rejimi olarak 
adlandırılır. Sürekli rejimde katı duvar yüzeyin-
de geçerli olan, akışkan hız ve sıcaklığının du-
vara ait hız ve sıcaklık değerlerine eşit olması 
şartı, geçerliliğini bu rejimde yitirir. Bu farklılı-
ğın temel sebebi, akışkan tanecikleri ile duvar 
arasında yeterince çarpışma olmaması ve akış-
kanın termodinamik denge halinden uzaklaşma-
sıdır. Bu yüzden kayma rejiminde yer alan akış-
larda, akışkanın duvar üzerindeki hız ve sıcaklık 
değerlerinde sınırlı miktarlarda süreksizlikler 
söz konusu olur. Knudsen sayısının daha büyük 
değerleri için, sürekli ortam yaklaşımı tamamen 
ortadan kalkar ve akışkan hareketi Boltzmann 
denklemi gibi moleküler modeller kullanılarak 
temsil edilebilir. Knudsen sayısının 0.1-10 ara-
lığında değerler aldığı geçiş rejiminde yer alan 
akışlar, Navier-Stokes denklemlerinden daha 
yüksek mertebeli olan Burnett denklemi veya 
moleküler yaklaşıma dayalı DSMC (Direct 
Simulation Monte Carlo) yöntemi kullanılarak 
temsil edilebilirler (Gad-el-Hak, 2002). 

Chorin tarafından sıkıştırılamaz akış problemle-
rinin sonlu farklar yöntemi çözümünde kulla-
nılmak üzere önerilen bölünmüş adımlar yönte-
mi (Chorin, 1967, 1969), bugüne dek birçok 
akış probleminin çözümünde kullanılmıştır. Bu 
yöntemin, sıkıştırılabilir akış problemlerine son-
lu elemanlar yöntemi (SEY) kullanılarak uyar-
lanması ise Zienkiewicz ve Wu tarafından 1992 
yılında gerçekleştirilmiştir. 1995 yılında, 
Zienkiewicz ve Codina, o güne dek sıkıştırılabi-
lir akış problemlerini çözmek için kullandıkları 
Lax-Wendrof sonlu farklar yönteminin sonlu 
elemanlar karşılığı olan Taylor-Galerkin yönte-
minin (Zienkiewicz ve Taylor, 1991) yerini ala-
cak yeni bir yöntem önermiş, ardından da hem 
sıkıştırılabilir hem de sıkıştırılamaz akış prob-
lemlerinin çözümünde kullanılabilen bu yönte-
min temel özelliklerini ve uygulamalarını yayın-
ladıkları makalelerle duyurmuşlardır (Zienkiewicz 
ve Codina 1995, Zienkiewicz vd., 1995, 
Zienkiewicz vd., 1996), (Codina vd., 1998). 
1999 yılında yayınladıkları makaleyle bu yön-
temi Karakteristik Tabanlı Ayırma (KTA) yön-
temi ismiyle literatüre kazandırmışlardır 
(Zienkiewicz vd., 1999). 
 
KTA yöntemi sayesinde, hem sıkıştırılabilir 
hem de sıkıştırılamaz akış problemleri bir tek 
çözücü kullanılarak sonuca ulaştırılabilmekte-
dir. Literatürde, KTA yöntemi kullanılarak çö-
zülmüş çok farklı problemler yer almaktadır. Bu 
yöntemin sahip olduğu çok yönlülük, çözücü-
nün kayma rejiminde yer alan seyrelmiş gaz 
akışını da temsil edebilecek şekilde iyileştiril-
mesi ile daha da gelişecektir. Bu sayede, mikro 
boyuttaki geometriler etrafında veya içerisinde-
ki akış problemleri çözülebilecek, hatta KTA 
algoritması yardımıyla bu geometriler için kap-
samlı analizler yapılabilecektir. 
 
Bu çalışmada, KTA yöntemi kullanılarak mikro 
boyuttaki ters basamak geometrisi içindeki sı-
kıştırılabilir akış analizi gerçekleştirilmiştir. Bu 
amaçla söz konusu N-S Sonlu Elemanlar Yön-
temi çözücüsü, Beskok vd. (1996) tarafından 
önerilen ikinci mertebe kayma-hızı/sıcaklık-
sıçraması sınır şartlarının uyarlanmasıyla mikro 
akış analizinde kullanılabilecek hale getirilmiş-
tir. KTA SEY çözücüsü üzerinde yapılan bu de-
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ğişiklikler, daha önceki çalışmalar çerçevesinde 
farklı mikro akış problemleri için doğrulanmış-
tır. Alternatif yöntemlerle elde edilmiş sonuçlar 
kullanılarak gerçekleştirilen karşılaştırmalar, 
yapılan uyarlamaların başarılı olduğunu göster-
miştir. Böylece, karmaşık bir mikro akış prob-
lemi olan ters basamak geometrisi içindeki sey-
relmiş gaz akışı, bu çalışma kapsamında gelişti-
rilen çözücü kullanılarak analiz edilmiştir. 

Kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması 
Maxwell ve Smoluchowski tarafından önerilen 
birinci mertebe kayma-hızı ve sıcaklık-
sıçraması sınır şartları aşağıdaki denklemlerde 
verildiği gibidir (Gad-el-Hak, 2002): 
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Yukarıdaki denklemlerde yer alan s ve w alt in-
disleri, sırasıyla akışkan ve duvara ait değerleri 
belirtmek için kullanılmıştır. n∂∂ /  ve s∂∂ / , 
duvara dik ve paralel yöndeki gradyenleri temsil 
etmektedir. ρ , u , T , Pr , µ  ve γ  sırasıyla 
yoğunluk, hız, sıcaklık, Prandtl sayısı, viskozite 
ve ısıl kapasite oranıdır. Duvara paralel doğrul-
tudaki momentum ve enerji barındırma katsayı-
ları ise σν ve σT ile gösterilmiştir. Bu katsayılar, 
akışkan taneciklerinin enerji ve momentumları-
nın duvarla çarpışma sonrasında da korundukla-
rı varsayıldığında bire eşit olurlar. Beskok ve 
Karniadakis, asimptotik analiz yardımıyla aşa-
ğıda açık ifadesi verilmiş olan ikinci mertebe 
kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması sınır şartlarını 
elde etmişlerdir (Beskok vd., 1996). 
 
Denklem 3’de yer alan b, yüksek mertebeden 
kayma katsayısı olarak bilinmekte ve değeri 
analitik veya sayısal olarak hesaplanmaktadır 
(Beskok ve Karniadakis, 1999). Üst indis ∗ , 
 

boyutsuz değişkenleri göstermek için kullanıl-
mıştır. Yine bu denklemdeki Re ve Ec, sırasıyla 
Reynolds ( /uLρ µ= ) ve Eckert (=u2/cp∆T) sa-
yılarını temsil etmektedir. Denklemin sağ tara-
fında yer alan ikinci terim, Kn büyüdükçe etkili 
olan ısıl sürünme terimi olup akım yönünde sı-
caklık değişimi yoksa sıfıra gider. 
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KTA yöntemi 
Bu çalışmada, mikro boyutlu bir geometri için-
deki sıkıştırılabilir viskoz akış probleminin çö-
zümü için KTA yöntemini meydana getiren 
yardımcı momentum, süreklilik, tamamlayıcı 
momentum ve enerji denklemleri her bir zaman 
adımında birlikte çözülürken, katı duvar yüzey-
lerinde ikinci mertebeden kayma-hızı ve sıcak-
lık-sıçraması sınır şartları uygulanmıştır. Hesap-
lamalarda, süreklilik denkleminin kapalı, yar-
dımcı momentum, tamamlayıcı momentum ve 
enerji denklemlerin açık birer şema kullanılarak 
çözüme kavuşturulduğu yarı-kapalı diye isim-
lendirilen yaklaşım kullanılmıştır. Söz konusu 
denklemler (integral formda) ve bu denklemle-
rin çözümünde kullanılan yöntem aşağıda ve-
rilmiştir. 
 
Yardımcı momentum denklemi 
Viskoz sıkıştırılabilir bir akış için, momentum 
denklemi korunumlu halde yazılıp karakteristik-
Galerkin yaklaşımı kullanılarak ayrıklaştırıldık-
tan sonra Chorin’in bölünmüş adımlar yaklaşımı 
uygulanırsa, KTA yöntemine ait yardımcı mo-
mentum denklemi elde edilir. Bu denklemin 
uzayda ayrıklaştırılması standart Galerkin yak-
laşımı ile optimal olduğundan, momentuma ait 
şekil fonksiyonu (Nu) ile çarpılıp Ω bölgesinde 
integre edilirse aşağıdaki denklem elde edilir. 
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Yukarıdaki denklemde yer alan ∆t ve xi, sırasıy-
la zaman adımı ve kartezyen koordinat bileşeni 
olup, üst indis n zamanı temsil etmektedir. iU~  
ve nj, sırasıyla xi ve xj doğrultularındaki momen-
tum ve birim normal vektördür. 
 
Süreklilik denklemi 
Yardımcı momentum denkleminde olduğu gibi, 
süreklilik denklemi, basınca ait şekil fonksiyonu 
(Np) ile çarpılıp Ω bölgesi üzerinde integre edi-
lirse aşağıdaki denklem elde edilir. 
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Yarı-kapalı şema kullanıldığında, yukarıdaki 
denklemde yer alan θ1 ve θ2 parametrelerine ait 
değerler bir olarak alınabilir. Denklemin sağ ta-
rafında yer alan köşeli parantez içindeki ifade-
ler, n+θ1 anındaki momentum değerleridir. Bu 
sebeple. 6 numaralı denklemdeki sınır 
integralinin katı duvar üzerindeki değeri sıfıra 
eşittir ve hesaplanmasına gerek yoktur. 
 
Sıkıştırılabilir akış söz konusu olduğunda, 6 
numaralı denklemin sol tarafında yer alan ∆ρ 
terimi (=ρn+1-ρn), mükemmel gaz denklemi 
( RTp ρ= ) yardımıyla basınçla ilişkilendirilir. 
Süreklilik denklemi çözülürken basınç veya yo-

ğunluk bilinmeyen (bağımlı değişken) olarak 
seçilebilir. Basıncın bağımlı değişken olarak se-
çildiği durumda, ∆ρ terimi, n ve n+1 anındaki 
basınç değerleri cinsinden aşağıdaki denklem-
den yararlanılarak yazılır. 
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Buradaki gT  terimi geçici (tahmini) sıcaklık de-
ğeridir. n+1 anına ait basınç değerlerine ulaş-
mak için hesap yapılırken 1+nT  yerine bu değer 
kullanılır. 
 
Tamamlayıcı momentum denklemi 
n+1 anına ait momentum değerleri, yardımcı 
momentum ve süreklilik denklemlerinden elde 
edilen iU~∆  ve p∆  değerlerinin aşağıda verilen 
denklemde kullanılmasıyla hesaplanır. 
 

( )

2

2

2

u i u i

n

u
i i

n

j u
j i

N U d N U d

p p            t N d
x x

t p             u N d
x x

Ω Ω

Ω

Ω

∆ Ω ∆ Ω

∆∆ θ Ω

∆ Ω

=

 ∂ ∂
− + 

∂ ∂ 

∂ ∂
−

∂ ∂

∫ ∫

∫

∫

 (7) 

 
Enerji denklemi 
Sıkıştırılabilir akış durumunda, süreklilik ve 
momentum denklemleri ile birlikte çözülen 
enerji denklemi (integral formda) aşağıda yazıl-
dığı gibidir: 
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Yukarıdaki denklem, korunumlu haldeki enerji 
denkleminin KTA yöntemi kullanılarak ayrık-
laştırılması ile elde edilmiş olup, birim kütle ba-
şına toplam enerji 2/iiv uuTce +=  şeklindedir. 
 
Çözüm yöntemi 
Yukarıda sonlu elemanlar formülasyonu veril-
miş olan yardımcı momentum, süreklilik, ta-
mamlayıcı momentum ve enerji denklemleri, 
sıkıştırılabilir mikro akış söz konusu olduğunda 
aşağıdaki sıra ve yöntem kullanılarak çözüme 
kavuşturulur. 
 
1. Enerji denklemini duvar yüzeyindeki sıcak-

lık-sıçraması ve kayma-hızı değerlerini kulla-
nılarak çöz ve toplam enerji değerlerini elde et. 

2. Yardımcı momentum denklemini herhangi 
bir sınır şartı uygulamaksızın çöz. 

3. Süreklilik denkleminin çözülebilmesi için 
ihtiyaç duyulan geçici sıcaklık (Tg) değerleri-
ni adım 1’de hesaplanan toplam enerji değer-
lerinden elde et. 

4. Geçici sıcaklık değerlerinden yararlanıp 
süreklilik denklemini sınırda kayma-hızı şar-
tını da kullanarak çöz ve basınç (pn+1) değer-
lerini elde et. 

5. Tamamlayıcı momentum denklemini çöze-
rek bir sonraki zamana ait momentum değer-
lerini elde et. 

6. Mükemmel gaz denkleminden yararlanarak 
yoğunluk (ρn+1) değerlerini elde et ve bu de-
ğerleri kullanarak momentum değerlerinden 
hız alanını hesapla. 

7. Elde edilen hız, yoğunluk ve enerji değerle-
rini kullanarak yeni zaman adımına ait sıcak-
lık değerlerini (Tn+1) elde et. 

8. Bir sonraki zaman adımında kullanılmak 
üzere duvardaki kayma-hızı ve sıcaklık-
sıçraması değerlerini hesapla. 

9. Elde edilen Tn+1 değerleri, hesaplamanın 
başında kullanılan Tg değerlerinden çok fark-
lıysa bu değerleri Tg olarak kabul et ve adım 
4’e geri dönüp sonraki adımları tekrar et. 

 
Bu çalışmadaki hesaplamalar, yukarıda verilen 
9 madde ile özetlenebilecek çözüm yöntemi iz-
lenerek gerçekleştirilmiştir. 1 numaralı adımda 
toplam enerji değerleri elde edilmiş olmasına 
rağmen, o anda yeni hız alanı ve yoğunluk de-

ğerleri henüz hesaplanmamış olduğu için, bir 
önceki ana ait hız ve yoğunluk değerleri kullanı-
larak Tg elde edilmektedir. Bu yaklaşım daimi 
akış problemlerinin çözümünde kullanıldığında, 
iki kez sıcaklık tahmini yapılması yeterli olmak-
tadır. İki kereden fazla sıcaklık tahmini yapıl-
masının hesaplama zamanı ve sonuca etki etme-
diği bilinmektedir (Codina vd., 1998). 
 
Bu çalışmada, KTA yöntemine ait yarı-kapalı 
bir şema kullanılarak hesaplamalar gerçekleşti-
rilmiştir. Bir başka deyişle, süreklilik denklemi, 
basınç alanını elde etmek için kapalı bir şema 
kullanılarak çözülmüştür. Daha önceki çalışma-
larda olduğu gibi, bu çalışmada da sanki ikinci-
derece hız/doğrusal basınç elemanları (pP2P1) 
kullanılmıştır (Çelik v.d., 2003). pP2P1 tipi 
elemanların hesaplamada kullanılmasıyla, hız ve 
basınç alanları sanki iki farklı hesaplama ağı 
üzerinde çözüm yapılıyormuşçasına elde edil-
mektedir (Edis, 1998), (Edis ve Aslan, 1998). 
KTA yönteminde, pP2P1 tipi elemanların doğ-
rusal hız/basınç elemanları (P1P1) yerine kulla-
nılmasıyla, hesaplama zamanı açısından %59‘a 
varan kazanç sağlandığı daha önce yapılan ça-
lışmalarda gözlemlenmiştir (Edis vd., 2001). 

Mikro boyutlu ters basamak içindeki 
akış 
Bu çalışmada, içerisinde viskoz sıkıştırılabilir 
akış analizi yapılan mikro aygıt bir ters basamak 
geometrisidir. İncelenen problem, akış alanında 
ters basınç gradyeni ve akım ayrılması olması 
sebebiyle özellikle tercih edilmiştir. Bu prob-
lemde olduğu gibi, akış şartlarında meydana ge-
len ani değişimler, ortalama serbest uzaklık de-
ğerine etki etmektedir. Kayma-hızı ve sıcaklık-
sıçraması değerlerinin, ortalama serbest uzaklık-
la doğrudan ilişkili olduğu bilinmektedir. Dola-
yısıyla, kanal duvarları boyunca hesaplanan 
kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması değerlerinin, 
akış şartları ile birlikte değerlendirilmesinde ya-
rar vardır. 
 
Hesaplamada kullanılan ağ, pP2P1 tipi eleman-
lardan oluşmakta ve 11776 hız 2944 adet basınç 
elemanı içermektedir. Şekil 1’de, hız alanı he-
sabında kullanılan ağ görülmektedir. 
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İncelenen ters basamak geometrisi, 7 mikron 
uzunluğunda olup kanal boyunun kanal çıkış 
yüksekliğine oranı (L/h) 5.6‘dır. Kanal girişin-
deki etkiler de analize dahil edilmiş ve kanal 
girişi x/h=0.86 olacak şekilde konumlandırıl-
mıştır. Kanal çıkış yüksekliğinin basamak yük-
sekliğine oranı (h/S) 0.467‘dir.  
 
Geometrik ayrıntıları yukarıda verilmiş olan he-
saplama bölgesi için, aynı giriş çıkış basınç ora-
nına sahip üç farklı akış kurgulanmış ve ince-
lenmiştir. İncelenen akışlarda giriş çıkış basınç 
oranı 2.32Π =  olup, söz konusu olan akışkan 
azottur. Giriş çıkış basınç oranı her üç akış için 
de korunurken, kanal giriş ve çıkış basınç değer-
leri, kanal içindeki yerel Knudsen sayısı kayma 
rejiminde yer alacak şekilde belirlenmiştir. 
 
Kayma-hızı ve sıcaklık-sıçraması sınır şartları-
nın uygulandığı kanal duvarları 300oK sıcaklı-
ğındadır. Giriş öncesinde azot 330oK sıcaklığa 
sahiptir. 
 
Yukarıda ayrıntıları verilen üç farklı akışa ait 
giriş Kn, M ve Re sayıları ile analiz sonucunda 
elde edilen akışkanın tekrar duvara yapışma me-
safeleri (x/S) Tablo 1’de verilmiştir. Bu tabloda 
yer alan I numaralı akış, Baysal ve Aslan (2002) 
tarafından N-S Sonlu Hacimler ve Beskok 
(2002) tarafından da DSMC çözücüsü kullanıla-
rak analiz edilmiştir. 
 
I numaralı akışa ait duvara dik doğrultuda beş 
farklı mesafedeki hız değerleri (kanal boyunca) 
hesaplanmış ve yerel ses hızı kullanılarak nor-
malleştirilmiştir. Hesaplanan bu değerler, Baysal 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ve Aslan’ın (2002) elde ettiği sonuçlarla Şekil 
2’de karşılaştırılmıştır (Çelik ve Edis, 2006). 
Elde edilen sonuçlar, hesaplanan kayma-
hızlarının, kanal girişindeki küçük farklılık dı-
şında Baysal ve Aslan’ın elde ettiği sonuçlarla 
büyük bir uyum içinde olduğunu göstermekte-
dir. Söz konusu farklılık, kanal girişindeki yük-
sek hız ve sıcaklık gradyenlerinin bir sonucu 
olarak değerlendirilebilir ve hesaplamada kulla-
nılan ağın bu bölge üzerinde iyileştirilmesiyle 
ortadan kaldırılabilir. 
 

Tablo 1. İncelenen mikro akış durumları 

Akış No Knin Min Rein x/S 

I 0.009 0.47 80 2.22 
II 0.012 0.43 55 1.77 
III 0.017 0.36 31 1.19 

 
Tablo 1’de verilen üç farklı akışa ait kayma-hızı 
ve sıcaklık-sıçraması dağılımları, kanalın üst ve 
alt duvarları boyunca sırasıyla Şekil 3, 4, 5 ve 6’ 
da verilmiştir. Şekil 3’de görüldüğü gibi, kanal 
girişinden hemen sonra (x/h=0.86) sıcaklık-
sıçraması değerleri hızla düşmektedir. Kanal ge-
ometrisindeki ani genişleme sebebiyle hızlanan 
akışkanın kinetik enerjisindeki artışa bağlı olarak 
sıcaklık değerleri düşmektedir. Bu sebeple, bu 
bölgede yer alan duvara dik doğrultudaki sı-
caklık gradyenleri, akım yönünde azalmaktadır.  
 
Bunun sonucu olarak da sıcaklık sıçraması de-
ğerlerinde Şekil 3’te de açıkça görülen düşüş 
gerçekleşir. Bir başka deyişle, akım doğrultu-
sundaki hızlanma, sıcaklık sıçraması değerlerin-
de düşüş olarak kendini gösterir. Benzer yakla- 

L

h
Sy 

x 

Şekil 1. Hız alanı hesabında kullanılan ağ ve boyutlandırma 
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şımla, kanal girişinden ani genişleme bölgesine 
kadar hızlanan akım, duvara dik doğrultuda ar-
tan bir hız gradyeni meydana getirmektedir. Bu 
da beklenildiği gibi, kanal girişinden ani geniş-
leme bölgesine kadar artan kayma-hızı olarak 
ortaya çıkar. Şekil 4 ve 6’daki kayma hızları, 
kanal girişi orta noktasındaki hız değeri kullanı-
larak normalleştirilmiştir. Şekilde de görüldüğü 
gibi, yüksek giriş Knudsen sayılı akışlara ait alt 
ve üst duvarlardaki kayma-hızları (u*) yüksek 
değerler almaktadır. Bu da, giriş Knudsen sayısı 
büyüdükçe hız profilinin değiştiği ve parabolik-
liğinin azaldığını ortaya koymaktadır. 
 
Ani genişleme bölgesi civarına kadar hızlanan 
akım, x/h=2.0 civarlarında maksimum hız ve 
minimum sıcaklık değerlerine ulaşır. Kanaldaki 
ani genişleme, beklenildiği gibi ters basınç 
gradyeni meydana getirir. Oluşan ters basınç 
gradyeninin etkisiyle alt duvarda önce akım ay-
rılır ardından tekrar duvara yapışır. Tablo 1 de, 
incelenen üç akış için, duvara yapışma mesafe-
leri karşılaştırma amaçlı verilmiştir. Beklenildi-
ği gibi, artan giriş Knudsen sayısıyla birlikte 
kayma-hızı değerleri yükselmekte ve bunun so-
nucunda da tekrar duvara yapışma mesafeleri 
kısalmaktadır. Ani genişlemeden sonraki bölge-
de,  üst  duvardaki  kayma-hızı değerlerindeki 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
düşüş, ters basınç gradyeninin bir sonucudur. 
Bu düşüş I nolu akış için x/h=3.5 civarlarına ka-
dar gözlemlenirken, beklenildiği gibi giriş Mach 
sayısının düşük olduğu II ve III nolu akışlarda 
daha erken sona ermektedir. 
 
Üst duvarda ters basınç gradyeninin etkili oldu-
ğu alanda, sıcaklık-sıçraması değerlerinde de 
belirgin bir artış söz konusudur. Alt duvarda ise, 
oluşan ters akıma bağlı olarak kayma hızları işa-
ret değiştirir. Akımın tekrar duvara yapıştığı 
 

x/h

u*

2 3 4 5-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20
No: I
No: II
No: III

x/h

u*

1 2 3 4 50.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30
No: I
No: II
No: III

x/h

T

2 3 4 5298

299

300

301

302

303

304
No: I
No: II
No: III

x/h

T

1 2 3 4 5298

300

302

304

306

308

310
No: I
No: II
No: III

 
Şekil .3 Üst duvar boyunca sıcaklık-sıçraması 

dağılımı 

x/h

u/
a

0 1 2 3 4 5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

y/h=0.990 Baysal-Aslan
y/h=0.755 Baysal-Aslan
y/h=0.498 Baysal-Aslan
y/h=0.248 Baysal-Aslan
y/h=0.015 Baysal-Aslan
y/h=0.990
y/h=0.755
y/h=0.498
y/h=0.248
y/h=0.015

Şekil 2. Kanal boyunca akışkan hızının değişimi
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noktaya kadar sıcaklık-sıçraması değerleri I, II 
ve III nolu akışlar için sürekli bir biçimde artar. 
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Şekil 4. Üst duvar boyunca kayma-hızı dağılımı 
 
Akımın tekrar duvara yapıştığı noktadan sonra 
akım gelişme bölgesine girer ve tipik ses altı 
kanal akışı davranışları gösterir. Artan akışkan 
hızı ile birlikte akışkanın sıcaklığı azalırken alt 
ve üst duvarlarda simetrik olmak üzere çıkışa 
doğru artan kayma-hızları meydana gelir. Ben-
zer şekilde, sıcaklık-sıçraması değerleri de kanal 
çıkışına doğru azalma eğilimi göstermektedir. 
Yüksek giriş Knudsen sayılı akışlarda kanal çı-
kışına doğru iyice hızlanan akıma bağlı olarak, 
sıcaklık sıçraması değerleri duvar sıcaklığından 
daha düşüktür. 
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Şekil 5. Alt duvar boyunca sıcaklık-sıçraması 
dağılımı 
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Şekil 6. Alt duvar boyunca kayma-hızı dağılımı 
 
Kanal boyunca basınç dağılımı, girişteki dina-
mik basınç değeri ( 2*5.0 ininin uq ρ= ) ile normal-
leştirilip Baysal ve Aslan (2002) ve Beskok’un 
(2002) elde ettiği sonuçlarla karşılaştırılmak 
üzere Şekil 7’de verilmiştir. Bu karşılaştırma da 
göstermektedir ki KTA çözücüsü kullanılarak 
elde edilen sonuçlar söz konusu kaynaklarla bü-
yük bir uyum içindedir. 
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Şekil 7. Kanal boyunca basınç dağılımı 
 

 
İncelenen her üç akışa ait kanal boyunca yerel 
Knudsen sayısı dağılımları elde edilmiş ve Şekil 
8’de karşılaştırma amaçlı verilmiştir. Bu şekilde 
de görüldüğü üzere, kanal girişinden basamağa 
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kadar olan bölgede, her üç akışa ait dağılımlar 
benzer bir değişim göstermektedir. Öte yandan, 
basamaktan kanal çıkışına kadar olan bölgedeki 
dağılımlar, birbirlerinden oldukça farklıdır. I 
nolu akışa ait yerel Knudsen sayısı dağılımı, 
Baysal ve Aslan‘ın (2002) elde ettiği sonuçla 
karşılaştırılmış ve sonuçların büyük bir uyum 
içinde oldukları gözlemlenmiştir. 
 
Akış alanındaki Mach konturları, üç akış için 
ayrı ayrı Şekil 9’da verilmiştir. Bu üç akış, aynı 
giriş çıkış basınç oranına sahip olmalarına rağ-
men, özellikle basamak ve kanal çıkışı civarında 
farklı davranışlar göstermektedirler. Bu farklı-
lık, Şekil 8’de açıkça görülen, yerel Knudsen 
sayısı dağılımlarındaki farklılığın kayma-hızı ve 
sıcaklık-sıçraması değerlerine etkisinin bir so-
nucu olarak yorumlanabilir. Giriş Knudsen sayı-
sı büyüdükçe, kanal çıkışına doğru daha yüksek 
yerel Knudsen sayısı gradyenleri söz konusu 
olmaktadır. Bunun sonucu olarak artan kayma-
hızları, yüksek Mach gradyenleri meydana ge-

tirmektedir (Şekil 9). Öte yandan, düşük 
Knudsen sayılı I numaralı akış, basamak civa-
rında daha yüksek Mach sayılarına ulaşsa da 
kanal çıkışında bunun tersi söz konusudur. 
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Şekil 8. Kanal boyunca Kn dağılımı 
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Sonuçlar 
Bu çalışmada, hem sıkıştırılabilir hem de sıkıştı-
rılamaz akış problemlerinin çözümünde kullanı-
labilen KTA SEY çözücüsü, kayma rejiminde 
yer alan akışları da modelleyebilecek şekilde 
geliştirilmiştir. Mikro boyutlu ters basamak ge-
ometrisi için, Knudsen sayısı kayma bölgesinde 
yer alacak şekilde üç farklı akış kurgulanmıştır. 
Söz konusu akışlar, geliştirilen çözücünün et-
kinliğini sınamak ve gerçekleştirilen uyarlama-
ları doğrulamak için hesaplamalı olarak çözül-
müş ve elde edilen sonuçlar literatürde yer alan 
diğer hesaplamalı sonuçlarla karşılaştırılmıştır. 
Yapılan karşılaştırmalar, kullanılan algoritma-
nın ve uygulanan yaklaşımın oldukça başarılı 
olduğunu göstermiştir. Elde edilen akış alanları 
ve bu alan içindeki değişimler, kayma-hızı ve 
sıcaklık-sıçraması dağılımları ile ilişkilendirile-
rek açıklanmıştır. Böylece MEMS vb. aygıtlar 
içindeki akışların anlaşılması ve bu aygıtların 
hesaplamalı yöntemler kullanılarak modellenip 
iyileştirilmesine yönelik önemli bir adım atıl-
mıştır. 
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