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Ozet

Cubuklar, biitiin yapt elemanlart igin en yaygin ve en basit eleman olarak kullaniimaktadir. Cubuk-
larin analizi, biitiin yiizyil boyunca arastirmacilarin ilgilendigi bir konu olmustur. Bu ¢alismada,
miihendislik ¢calismalarinda onemli bir yeri bulunan, cember eksenli sabit kesitli cubuklarin diizlem
dist titresimleri, kayma deformasyonu ve hem egilme hem de burulmadan kaynaklanan donme ey-
lemsizligi etkileri dikkate alinarak incelenmistir. Diferansiyel denklem takiminin kesin ¢éziimii, bas-
langi¢ degerleri yontemi kullanilarak elde edilmistir. Cubugun belli bir egrilik ve uzunluk kombi-
nasyonunda meydana gelen ve burulmadan egilme moduna ge¢is olarak bilinen olay modlarin re-
zonans frekanslarinda ani artisla karakterize edilirv. Egri eksenli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis
titresimlerinde, ¢cubuk egriligine etki eden mod gecisi olarak adlandirilan bu olay incelenmis ve
verilen grafiklerde gosterilmistir. Farkli narinlik oranlart ve farkll eksen egrisi aciklik degerlerin-
de, cubugun ilk bes modu i¢in boyutsuz frekans katsayilari belirlenmistir. Elde edilen sonuglar, na-
rin ve sig ¢ubuklarda da oldugu gibi, kayma deformasyonu ve hem egilme hem de burulmadan kay-
naklanan donme eylemsizligi etkilerinin rezonans frekanslart iizerinde oneme haiz bir etkisi oldu-
gunu gostermistir. Burulmadan kaynaklanan donme eylemsizligi etkisi, egri eksenli diizlem ¢ubuk-
larin diizlem disi titresimleri konusunda en onemli etki olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Konu ile ilgili
literatiirde verilen 6rnekler ¢oziilerek, sonuclar tablolarda verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cember eksenli cubuk, diizlem disi, serbest titresim.
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Out-of-plane free vibration of a
circular arch with uniform cross-
section

Extended abstract

Arches have long been widely used as structural
elements in many mechanical, aerospace and civil
engineering applications such as spring design,
brake shoes within drum brakes, tire dynamics, pip-
ing systems, turbo-machinery blades, curved wires
in missile guidance floated gyroscopes, aerospace
structures, Sstiffeners in aircraft structures, arch
bridges, curved girder bridges, long span roof struc-
tures and earthquake resistant structures. Hence, the
dynamic behaviour of arches has been of interest to
many researchers since the nineteenth century. In
general, the in-plane and out-of-plane vibrations of
a planar arch are coupled. However, based on the
Bernoulli-Euler hypothesis, if the cross-section of an
arch is uniform and doubly symmetric, i.e., the shear
center and centroid coincide, and then the in-plane
and out-of-plane vibrations are uncoupled. However
the out-of-plane bending and torsional responses
will still be coupled.

1t is often difficult and sometimes impossible to find
a general closed-form solution for the vibration
problem of an arch, since the governing differential
equations possess variable coefficients. The exact
solution of the governing equations exists only for a
circular beam of uniform cross-section. The previ-
ous studies are based upon the classical theory in
which either rotatory inertia or shear deformation
are taken into account. Timoshenko beam theory
considers the effects of shear deformation and rota-
tory inertia due to both flexural and torsional vibra-
tions and provides a better approximation to the ac-
tual arch behaviour. Many techniques have been
considered in the papers on out-of-plane vibrations
of arches. The Ritz method with different types of
trial functions has often been applied in determining
the natural frequencies of arches. With the ad-
vancement of computer technology and several pro-
grams, the finite element method has been used
widely to solve for more general geometry and a
number of curved elements have been developed. If
the behaviour of the arch is non-planar, usual finite
element or finite difference model becomes very
complicated.

In this study, free out-of-plane vibrations of a circu-
lar arch with uniform cross-section are investigated

by taking into account the effects of transverse shear
and rotatory inertia due to both flexural and tor-
sional vibrations. The governing differential equa-
tions for out-of-plane vibration of uniform circular
beams are solved exactly by using the initial value
method. The solution does not depend on the bound-
ary conditions. The same solution procedure is also
used to obtain the results of other cases in which
each effect is considered individually in order to as-
sess its importance. The frequency coefficients are
obtained for the first five modes of arches with vari-
ous slenderness ratios and opening angles. The re-
sults show that the flexural and torsional rotatory
inertia and shear deformation have very important
effects on resonance frequencies, even if slender
shallow arches are considered. It is concluded that
the torsional rotatory inertia effect is the most
significant effect to be included in the analysis.

A phenomenon known as transition of modes from
torsional into flexural is characterized by the sharp
increment in resonance frequencies of modes that
occurs at certain combinations of curvature and
length of the arch. This increase in mode frequency
is accompanied by a significant change in the mode
shapes. In this study, the analysis of the transition
phenomenon in vibrational behaviour of a shallow
circular arch with uniform cross-section is also pre-
sented by using the exact solution of the governing
equations. The mode transition phenomenon is
shown in figures. Vibration problems for circular
beams that have been analyzed in the literature are
solved and the results are compared in tables. The
comparison shows good agreement between the re-
sults.

The main purpose of this paper is to present the ex-
act solution to the governing differential equations
of out-of-plane vibrations for a circular arch with
uniform cross-section. The effects of shear deforma-
tion and rotatory inertia due to the flexural and tor-
sional vibrations are taken into account. But the
warping deformation of the cross-section is ne-
glected. The initial value method is used in order to
solve the governing differential equations. The solu-
tion does not depend on the boundary conditions.
The variations of the frequency coefficients with re-
spect to the opening angle are presented for a cer-
tain slenderness ratio and several boundary condi-
tions. The examples given in the literature are
solved and the results are compared.

Keywords: Circular arch, out-of-plane, free vibra-
tion.
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Giris

Cubuklar, biitiin miihendislik yapilarinda en
yaygin ve en basit eleman olarak kullanilmakta-
dir. Cubuklarin analizi, biitiin ylizy1l boyunca
aragtirmacilarin ilgilendigi bir konu olmustur.
Cok sayida modern miihendislik yapisinin
onemli eleman1 olan ¢ubuklar ve bu konuda ya-
pilan c¢aligmalar giliniimiizde hala giincelligini
korumaktadir. Turbo makina pervaneleri, elekt-
rik makinalari, cesitli yay tasarimlari, makina
miihendisligindeki uzaysal yapilar, insaat mii-
hendisligindeki depreme dayanikli yapilar, kop-
ri kemerleri ve karayollar1 uygulamalar1 verile-
bilecek oOrnekler arasinda yer almaktadir. Bu
onem ve kullanim yayginligi nedeni ile, bir¢ok
arastirmaci, ¢ubuklarin davranis modeli {izerin-
de caligmaktadir.

Bugiine kadar yapilan bir ¢ok ¢alismada, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerinin
dikkate alinmadigi, klasik Euler-Bernoulli ¢u-
buk teorisi kullanilmistir. Timeshenko c¢ubuk
teorisi, kayma deformasyonu ve hem egilme
hem de burulmadan kaynaklanan donme eylem-
sizligi etkilerini dikkate almakta ve daha iyi so-
nuglar vermektedir.

Bu caligmada, ¢ember eksenli sabit kesitli ¢u-
buklarin diizlem dis1 serbest titresimleri, kayma
deformasyonu ve hem egilme hem de burulma-
dan kaynaklanan doénme eylemsizligi etkileri
dikkate alinarak incelenmistir. Diferansiyel
denklem takiminin kesin ¢6ziimii, baglangi¢ de-
gerleri yontemi kullanilarak elde edilmistir. Egri
eksenli cubuklarin titresim problemi, diger bir-
cok calismaya da arastirma konusu olmus ve bu
calismalarda verilen Orneklere iliskin karsilas-
tirmal1 sonuglar tablolar halinde verilmistir. Ya-
pilan hesaplarda, sozii edilen etkiler dikkate
alinmis, kesitin ¢arpilma etkisi ihmal edilmistir.
Elde edilen sonugclar arasinda iyi bir uyum oldu-
gu goriilmektedir.

Konu ile ilgili ilk ve en 6nemli ¢alismalardan
biri Love (1944)’a aittir. Burada; egri eksenli
cubuklarin elastisite teorisi verilmis ve daire ke-
sitli tam ¢ember halkasinin titresimleri incelen-
migstir. Eksenel uzamanin ihmal edilebilecegi
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varsayimi ile, genel denklemler olusturulmus ve
halkanin kendi diizlemi i¢indeki titresimleri in-
celenmistir. Bu yapilirken, kayma deformasyo-
nu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilmis-
tir. Volterra ve Morell (1961), cember, catenary,
sikloid ve parabol eksenli, dairesel kesitli ¢u-
buklarin diizlem dis1 frekanslarini, Rayleigh-
Ritz yontemini kullanarak elde etmislerdir. Irie
ve digerleri (1980), ekseni cember olmayan de-
gisken kesitli ¢ubuklarin soniimlii, zorlanmis
titresimlerini incelemislerdir. Serbest ucundan
sinlizoidal degisen moment ve kuvvetlerle zor-
lanan, ankastre-serbest mesnetli bir ¢ubugun
dogal frekanslar1 incelenmistir. Cember eksenli
kalin gubuklarin, diizlem dis1 titresimlerine ait
dogal frekanslari, kayma deformasyonu ve
donme eylemsizligi etkileri de dikkate alinarak,
Bickford ve Maganty (1986) tarafindan yapilan
calismada verilmektedir. Kawakami ve digerleri
(1995), egri eksenli, degisken kesitli diizlemsel
¢ubuklarin diizlem-igi ve diizlem dis1 serbest
titresimlerini Green fonksiyonu yardimiyla elde
etmiglerdir. Howson ve Jemah (1999), egri ek-
senli diizlemsel ¢cubuklarin kendi diizlemine dik
dogrultudaki dogal frekanslarini, sonlu eleman-
lar yoOntemini kullanarak elde etmislerdir.
Huang vd. (1998) tarafindan yapilan ¢alismada,
ekseni ¢cember olmayan, degisken kesitli diiz-
lemsel ¢ubuklarin diizlem dis1 dinamik analizi
“Dinamik Rijitlik Matrisi” yontemi kullanilarak
verilmekte, Laplace donilisiim teknigi uygulana-
rak, egri eksenli ¢ubugun diizlem dis1 serbest
titresimlerinin kesin ¢oziimii, farkli sinir sartlar
ve farkli yiikleme durumlari i¢in genel bir ifade
olarak verilmektedir.

Bu calismanin temel amaci, ¢ember eksenli sa-
bit kesitli diizlemsel ¢cubuklarin diizlem dis1 ser-
best titresimlerini, kayma deformasyonu ve hem
egilme hem de burulmadan kaynaklanan donme
eylemsizligi etkileri dikkate alinarak incelen-
mektir. Burada kesit carpilmasi etkisi ihmal
edilmigtir. Diferansiyel denklem takiminin ¢6-
ziimiinde, Tufekci ve Arpaci (1998) tarafindan
cember eksenli sabit kesitli ¢ubuklarin diizlem
ici titresimleri i¢in verilen baslangic degerleri
yontemi kullanilmigtir.  Boyutsuz frekanslarin
cubuk acikligina gore degisimi, belirli narinlik
oraninda farkli sinir sartlarinda verilmistir. Lite-
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ratiirde verilen ornekler ¢oziilerek sonuglar kar-
stlagtirllmigtir.

Frekanslar; ankastre-ankastre, ankastre-serbest
ve serbest-serbest olmak iizere, {ii¢ farkl
mesnetleme durumu i¢in elde edilmistir. Farkli
siur sartlarinda, @, ¢ubuk agis1 ve narinlik ora-

ninin (A=R/i) dogal frekanslar {izerindeki etkisi
incelenmis, ilk bes mod i¢in boyutsuz frekans
katsayilar1 hesaplanmustir.

Egri eksenli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dist
titresimlerinde, mod gecisi olay1 da incelenmis
ve bu durum verilen grafiklerde gosterilmistir.
Yapilan literatiir arastirmasinda, mod gecisi ko-
nusunu ele alan bir ¢aligmaya rastlanmamugtir.

Genel bagintilar

Elastik ¢ubuklarin diizlem dis1 denklemleri (Se-
kil 1), kayma deformasyonu ve donme eylem-
sizligi etkileri dikkate alinarak asagidaki sekilde
verilmektedir:

ﬂ+ I R F,=0
d¢ GA/k,
dQ
—+Q, —iMn =0

d¢ El,

Q

d ’—Qn—th =0 (1)
d¢ GJ

M I
L+M[ ~RF, + Ru—"a’Q, =0
d¢ A

I

M, ~M,+Ru—L0’Q,=0

d¢ A

dF,
— 4+ Ruw’v=0

d¢

Burada; v binormal yerdegistirme, (@) yay agik-
lig1, Q, , O normal ve tegetsel eksen iizerindeki
donme agilari, R,(@) sekil degistirmemis cubugun
eksen egrisinin egrilik yaricapi, 4 kesit alani, 7,
kesitin normal eksenine gore eylemsizlik mo-
mentini, /, kesitin polar eylemsizlik momenti-

ni, gostermektedir. F;, kuvvetin binormal bilese-
ni, M, ve M, normal ve tegetsel eksen iizerinde-
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ki i¢ momentler, @ agisal frekans, &, kayma ge-
rilmelerinin kesite linifom olarak dagilmadikla-
rin1 gosteren bir sabit, £ ve G ise elastisite ve
kayma modiiliidiir.

Sekil 1. Egri eksenli cubuk geometrisi ve
koordinat sistemi

Bilindigi gibi, Coulomb teorisi; burulma zorla-
mas1 etkisi altindaki dairesel kesitli ¢ubuklarin
kesin ¢6ziimiinli vermektedir. Burada, sekil de-
gistirme sonrasi, kesitin diizlem kaldig1 ve her-
hangi bir ¢arpilma-deformasyon olmaksizin ek-
seni etrafinda dondiigii kabul edilir. Bir baska
deyisle, kesitin herhangi bir noktasindaki kayma
gerilmesi kesit yaricapina diktir. Bu durumda,
burulma sabiti, kesitin polar eylemsizlik mo-
menti olarak belirlenir

Ancak, kesiti dairesel olmayan prizmatik ¢ubuk-
larda kesit ¢arpilmasi 6nem kazanir. Uglarindan
etkiyen burulma momentiyle zorlanan prizmatik
cubuklarin burulma probleminin ¢6ziimii Saint-
Venant tarafindan verilmistir (Timoshenko ve
Goodier, 1951). Bu teori, tiim kesitlerde aym
miktarda, carpilma oldugunu varsaymaktadir.
Burada, kesit donmesi ve kesit ¢arpilmas1 dikka-
te alinarak, burulma eylemsizlik momenti asa-
g1daki gibi verilmektedir;
jJA

7=
alan

Dikdortgen kesitli prizmatik ¢ubugun burulma

eylemsizlik momenti,

o 0
oy _ 0w
oy

o 2)

(x2+y2+x
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1
(n-1y

2Q2n—)W
2H

WH?
3

192H &
J {1 S 21:
olarak bilinmektedir (Timoshenko ve Goodier
1951, Rubin 2000). Burada W ve H kesitin bo-
yutlaridir. Bunun yerine, oldukg¢a iyi sonug ve-

ren asagidaki yaklasik bagint1 kullanilabilir;

ool

Baz1 yazarlar, burulma sabiti yerine, polar ey-
lemsizlik momentini kullanmigtir (Tifekei,
2004 ve Lee ve Chao, 2000). Polar eylemsizlik
momenti yerine, burulma sabiti kullanilmas1 du-
rumunda, maksimum kayma gerilmesi dikdort-
gen kesidin koselerinde meydana gelmektedir.
Yang ve digerleri (2001), caligmalarinda hem
burulma sabiti hem de polar eylemsizlik mo-
menti yerine burulma sabitini kullanmislardir.

} wer ()

o
12w

_ WH? 4)

1- 0.63£
w

J Wz=H

4

(1) denklemi asagidaki sekilde matrisel formda
yazilabilir :

dy(¢)/dp = Ay(¢) (%)
Burada;
[0 -R 0 0 0  Rk,/GA
0 0 -1 RIEI, 0 0
0 1 0 0 R/GJ 0
A=l 0 —ngzlj 0 0 -1 R
0 0 —Ryaf%f 1 0 0
- Ruw? 0 0 0 0 0
o=l Q, o M, M F] (6)

seklindedir.

Denklem takiminin ¢éziimii asagidaki denklem
yardimiyla bulunabilir;

y($) =My, (7)

Burada, y, =y(¢,), bilinen ¢=¢, referans

kordinatindaki baslangi¢ degerleri vektoriini
ifade etmektedir. e*? terimi, Tiifek¢i ve Arpaci

(1998) tarafindan verilen yontemle ifade edile-
bilir. Asal matrisin alt1 elemani, A ve B uclarin-
daki smir sartlar1 kullanilarak elde edilebilir
(Sekil 1).

Ankastre ug :

v(=60)=0 ; Q. (4)=0 ; Q(4,)=0
Serbest ug :

M (~¢)=0;: M, (-4)=0; F(-¢)=0 (8

Sinir sartlarindan elde edilen alt1 denklem, ho-
mojen denklem takimi olusturdugundan, sifir-
dan farkli ¢6zliim, katsayilar matrisi determi-
natinin sifira esit olmasi durumunda mevcuttur.

Sayisal sonuclar ve karsilastirma
Boyutsuz frekans katsayisi (c; )} R? ¢t2
(1 /EL)"* bes farkhi durum icin hesaplanmis ve
elde edilen sonuglar grafikler halinde verilmistir.

Durum 1: Biitiin etkiler thmal

Durum 2: Biitiin etkiler dahil

Durum 3: Sadece kayma deformasyonu etkisi
Durum 4: Egilme nedeni ile ortaya ¢ikan donme
eylemsizligi etkisi

Durum 5: Burulma nedeni ile ortaya ¢ikan donme
eylemsizligi etkisi

Frekanslar; ankastre-ankastre, ankastre-serbest
ve serbest-serbest olmak iizere, ti¢ farkh
mesnetleme durumu i¢in elde edilmistir. Farkl
siir sartlarinda, @, cubuk agis1 ve narinlik ora-

-~ nmmn (A=R/i, i=(I,/A)"” jirasyon yaricapr) dogal
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frekanslar tizerindeki etkisi tespit edilmis, ilk
bes mod i¢in boyutsuz frekans katsayilar1 hesap-
lanmugtir.

Sekil 2°de, A=50 degeri ve serbest-serbest mes-
net durumu i¢in, birinci frekans katsayisinin ¢,
cubuk agist ile degisimi verilmektedir. Kiigiik
cubuk acilarinda, sonuclarin birbirinden oldukca
farkli, biliylik ¢ubuk acilarinda ise, birbirine ya-
kin oldugu goriilmektedir. Durum 2’de, frekans
katsayis1 keskin bir sekilde yiikselmekte ve son-
ra yavasca diismektedir. Frekans degerinde or-
taya cikan bu ani ve keskin artis mod geg¢isi ne-
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deniyle meydana gelmektedir. Verilen ornekte
bu durum, cubuk agismin 90’ degeri civarinda
gozlenmektedir. Grafikten kolayca goriilecegi
lizere, burulma nedeni ile ortaya ¢ikan donme
eylemsizligi en onemli etki olarak karsimiza
cikmaktadir.

70 -
60
50 -
40 A
30 -
20 A
10 A
0 \ \ \ \ \ \ \

0 50 100 150 200 250 300 350
Kiris agisi, ¢t (°)

Frekans katsayisi, ¢

Sekil 2. Birinci frekans katsayisinin ¢ubuk agisi-
na gore degisimi, (serbest-serbest mesnet, na-
rinlik orant A=50).
odurum 1; O durum 2; A durum 3; X durum 4;
* durum 5

Tahmin edildigi gibi, biiyiik narinlik oranlarinda
ve bliylik cubuk acilarinda, biitiin durumlara ait
egriler birbirlerine yaklasmaktadir.

Ankastre-ankastre mesnet durumu ve A=50
degeri i¢in, cubuk agisinin birinci mod frekans
katsayis1 lzerindeki etkisi Sekil 3’de wveril-
mektedir. Farkli durumlar1 gosteren egrilerin,
serbest-serbest mesnet durumunda elde edilen
egrilere gore, birbiri ile daha uyumlu oldugu
goriilmektedir.

Ankastre-ankastre mesnet durumunda, besinci
mod frekans katsayisinin degisimi Sekil 4’te
gosterilmektedir. Bes degisik durum igin elde
edilen sonuclar, s1g cubuklarda birbirine gore
belirgin farklilik gostermektedir (@, =150"ye

kadar). Ote yandan, kayma deformasyonu ve
egilme nedeni ile ortaya ¢ikan donme eylemsiz-
ligi etkilerinin 6nemi, yiiksek mod sayilar1 ve
kiigiik cubuk acilarinda ortaya ¢ikmaktadir.

Ankastre-serbest bir cubugun ilk bes moduna ait
frekans katsayilar1 narinlik oran1 A=50 olmak
tizere Sekil 5’te verilmektedir. Burada, kayma

N
[6)]
]

N
o
|

N

N
(¢)]
1

-
o
1

Frekans katsayisi, ¢

()]
1

o

0 50 100 150 200 250 300 350
Kirig agist, ¢t (°)

Sekil 3. Birinci frekans katsayisimin ¢ubuk agisi-
na gore degisimi, (ankastre-ankastre mesnet,
narinlik orant 2=50).
odurum 1; 0 durum 2; A durum 3; X durum 4;
* durum 5

350

C
N N W
o O
o O

| |

-

a O O o

o O O O o
1 1 1 1

Frekans katsayisi,

50 100 150 200 250 300 350
Kiris agisi, ¢t ()

o

Sekil 4. Besinci frekans katsayisimin ¢ubuk agi-
sina gore degisimi, (ankastre-ankastre mesnet,
narinlik orani 2=50).
odurum 1; O durum 2; A durum 3; X durum 4;
* durum 5

300 ~

[}
N
)]
o

I

200 +
150 -
100 -

Frekans katsayisi,

50 A

0 T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350
Kiris agis, ¢t (°)

Sekil 5. Ilk bes frekans katsayisinin cubuk aisi-
na gore degisimi, ankastre-serbest mesnet, (na-
rinlik orani 2=50).
odurum 1; ¢ durum 2; A durum 3; x durum 4;
* durum 5
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deformasyonu ve hem egilme hem de burul-
madan kaynaklanan donme eylemsizligi etkileri
dikkate alinmistir. Mod gegisi nedeni ile ortaya
cikan, frekanslardaki ani ve keskin artislar,
grafiklerden goriilebilmektedir. Frekans egrile-
rinin birbirine yaklastigi noktalarda, mod
sekilleri, burulmadan egilmeye dogru degisim
gostermektedir.

Tablo 1’de, ankastre-ankastre ¢ubuk icin, bu
calisma, Huang ve digerleri (1998), Irie ve
digerleri (1980) tarafindan elde edilen boyutsuz
frekanslar verilmektedir.

Tablo 1. Dairesel abit kesitli cubugun boyutsuz

frekanslart wR*\Ju/(EL,) (¢:=80° ve 2=20)

Mod Bu Ij?g;i:f Irie ve diger-
Sayis1  caligma (2000) leri (1982)

1 3.13528 3.13412 3.134

2 5.02582 5.02223 5.022

3 5.58453 5.58418 5.584

4 6.74026 6.73358 6.734

Bu oOrnekte, dairesel sabit kesitli gubuk, ¢ubuk
agist ¢, =80° ve narinlik oran1 2=20 degerleri

icin incelenmistir. Burada, Huang ve digerleri
(1998) dinamik rijitlik matris yOntemini
kullanirken, Irie ve digerleri (1980) transfer
matris yontemini kullanmistir. Tablo 1’den
sonuglarin birbirine yakin oldugu goriilmek-
tedir.

Tablo 2 ve 3’de cember eksenli dairesel ve kare
kesitli ¢ubuklarin boyutsuz frekans degerleri

wR*Ju/(EI), ankastre-ankastre mesnet duru-

mu igin verilmektedir. Bu érnekte, ¢,=60°, 120°

ve 180°, narinlik orami ise 4/=20 ve 100 olarak
alinmigtir. Poisson orani 0.3 ve kayma gerilme-
lerinin keside uniform yayilmadiklarini gosteren
ky sabiti, dairesel kesit i¢in &k, = 1/0.89 ve kare
kesit icin k&, 1/0.85 seklinde alinmustir.
Tablolardan, dairesel ve kare kesit i¢in de, elde
edilen sonuclar arasinda iyi bir uyum oldugu
goriilmektedir.

Bu tablolarda, Irie ve digerleri (1980), Kang ve
digerleri (1995) ve Howson ve Jemah (1999)
tarafindan elde edilen sonuglarla bu ¢alismanin
sonuclari karsilastirilmaktadir.

Tablo 2. Cember eksenli dairesel kesitli cubu-

gun boyutsuz frekanslart wR*\|u/ (EI,)
(ky=1/0.89, Poisson orani v=0.3)

P ¢ | Mod Bu ¢a- Kang Irie  Howson
©) Sayisi lisma (1995) (1980)  (1999)

1 16.88495 16.885 16.88  16.885

60 2 39.70036 - 39.70  39.700

3 40.93407 - 40.90  40.934

4 70.58051 - 70.51  70.581

1 4309414 43094 4309  4.3094

20 | 120 2 11.79597 - 11.79  11.796
3 22.51022 - 22.50 22510

4 23.30273 - 2330  23.303

1 1.790849 1.7908  1.791  1.7908

150 2 5.032438 - 5.032 5.032

3 10.23228 - 10.23  10.232

4 16.91733 - 1691 16917

1 19.45376  19.454 1945  19.454

60 2 54.14767 - 54.14  54.148

3 105.8608 - 1059  105.86

4 173.1582 - 173.1  173.16

1 4473080 4.4731 4473  4.473]

100 | 120 2 12.89161 - 12.89  12.892
3 26.08059 - 26.08  26.081

4 43.68398 - 43.68  43.684

1 1.818173 1.8182 1.818  1.8182

150 2 5.241521 - 5242 5.2415

3 10.98890 - 10.99  10.989

4 18.81336 - 18.81  18.813
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E Silva ve Urgueria (1988) egri eksenli gubukla-
rin diizlem dis1 titresim probleminin ¢ozimii
konusunda yeni bir analitik model ortaya koy-
mustur. Bu ¢alismada, ayrica, teorik hesaplarin
dogrulugunu gostermek i¢in Tablo 4’de sonug-
lar1 verilen deneysel ¢alismalar da yapilmistir.

E Silva ve Urgueria (1988) tarafindan elde edi-
len sonuglar ile bu ¢alismanin sonuglar karsi-
lagtirmal1 olarak Tablo 4’te verilmistir.
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Tablo 3. Cember eksenli kare kesitli cubugun

boyutsuz frekanslart oR*\|u/ (EI,)
(ky=1/0.85, Poisson orani v=0.3)

2 ¢ Mod Bu ¢alis- Kang Irie Howson

©) Sayist ma (1995) (1980)  (1999)

1 16.74397 16.744 16.74 16.743

2 36.94631 36.92  36.921

60 3 40.45051 40.45  40.449

4 69.61974 - 69.62  69.618

1 4.282547 42827 4.282  4.2823

20 2 11.69060 11.69 11.690
120

3 22.05355 22.05  22.045

4 22.38193 - 22.38  22.379

1 1.776521  1.7766  1.776 1.7764

120 2 4.981896 4982 49814

3 10.134003 10.13 10.133

4 16.76278 - 16.76 16.762

1 19.40190 19.402 19.40 19.401

60 2 54.02958 54.03  54.029

3 105.64828 105.6 105.65

4 172.77355 - 172.8 172.77

1 4451450 4.4516 4451 44512

2 12.82629 12.83 12.826
100 § 120

3 25.98937 2599  26.988

4 43.57053 - 43.57  43.570

1 1.804340 1.8045 1.804 1.8042

180 2 5.197995 5.198  5.1975

3 10.91819 10.92 10.917

4 18.72548 18.72 18.725

Hesaplarda dikkate alinan etkiler asagidaki gibi
gruplandirilmistir;

A Hali : Kayma deformasyonu ve burulma ne-
deni ile ortaya ¢ikan donme eylemsizligi etkileri
dikkate alinmaktadir.

B Hali : Biitiin etkilerin ithmal edildigi klasik
cubuk teorisi kullanilmaktadir.

C Hali: Sadece kayma deformasyonu etkisi
ithmal edilmektedir. Hem egilme hem de burul-
ma nedeni ile ortaya ¢ikan donme eylemsizligi
etkileri dikkate alinmaktadir.

D Hali : Biitiin etkiler dikkate alinmaktadir.

Genel olarak sonuglar arasinda iyi bir uyum ol-
dugunu sdylemek miimkiindiir. Ancak, her iki
caligmada da, dordiincii dogal frekanslarin kendi
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igindeki birbirine gore olan farklari, ilk i¢ moda
gore daha fazladir. Deneysel sonuglarla karsilas-
tirildiginda, bu ¢alismada elde edilen sonuglarin,
E Silva ve Urgueria (1988) tarafindan elde edi-
len sonuglardan daha i1yi oldugu goriilmektedir.
Fakat, Ozellikle dordiincii modda, teorik ve de-
neysel frekanslar arasindaki fark daha biiytktiir.

Sonuclar

Cember eksenli sabit kesitli diizlemsel ¢ubukla-
rin diizlem dis1 titresimlerinin kesin ¢Oziimii,
kayma deformasyonu ve hem egilme hem de
burulmadan kaynaklanan donme eylemsizligi
etkileri dikkate alinarak, baslangic degerleri
yontemi ile elde edilmistir. Ac¢ikca goriilmekte-
dir ki, biitiin etkileri ihmal eden klasik gubuk
teorisi, ¢ubugun gercek davranisini yansitma-
maktadir. Burulmadan kaynaklanan donme ey-
lemsizligi etkisi, egri eksenli diizlem ¢ubuklarin
diizlem dis1 titresimleri konusunda, 6zellikle s1g
c¢ubuklarda en Onemli etki olarak karsimiza
ctkmaktadir. Bu durum narin ¢ubuklarda ve kii-
clik mod sayilarinda da gecerli olmaktadir. Di-
ger taraftan, kalin ¢cubuklarin hesabinda, kayma
deformasyonu ve egilmeden kaynaklanan don-
me eylemsizligi etkileri dikkate alinmasi gerek-
tigi bilinmektedir.

Egri eksenli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis1
titresimlerinde, biitiin mod sayilarinda hesapla-
nan dogal frekanslar, s1§ ¢ubuklarin frekansla-
rinda keskin bir artis ve sonradan yavasca azal-
ma meydana geldigini ortaya koymustur. Klasik
cubuk teorisinde gozlenmeyen bu durum, mod
gecisi olay1 nedeni ile ortaya ¢ikmaktadir. Mod
gecisi olayl, mod frekanslarindaki ani artis ola-
rak kendini gostermektedir ve belirli bir cubuk
egriligine ve uzunluguna sahip ¢ubuklarda mey-
dana gelmektedir.

Ankastre-ankastre ve serbest-serbest sinir sartla-
rinda, ¢ubugun davranisi birbirine benzemekte-
dir. Ankastre-serbest sinir sartinda, diger sinir
sartlarina gore, ¢ubuk davraniginda belirgin
farkliliklar oldugu goriilmektedir. Ankastre-
serbest ¢ubuk i¢in, biitiin narinlik oranlarinda,
dogal frekanslar, cubuk a¢isinin artmasiyla bir-
likte artmaktadir.



Cember eksenli cubuklarin serbest titresimleri

Tablo 4. Elde edilen frekans degerleri (Hz), bu ¢calisma ve E Silva ve Urgueria (1988).

< é Bu ¢aligma E Silva ve Urgueria (1988)

® () AHali BHali CHali DHali AHali BHali CHali DHali Deney
30 786.673 800.647 514.74 513.26 782.87 796.75 63421 632.36 -
60 719.062 730.805 707.89  703.05 715.46 727.2 712.36  707.29 -

1 90 633.293 642.638 61791 614.83 630.2 639.18 62342  620.25 -
180 402.524 407.203 39443 393.67 400.2 400.3 395.81 391.05 387.5
270 256.575 259.112  254.03 253.74 255.0 254.2 253.7 250.8 250.5
30 1425.55 1474.05 786.95 779.92 1418.6  1466.1 786.33 779.6 -
60 1382.72 1428.2 848.47 845.29 1376.0 14212 1053.5 1046.4 -

2 90 1317.30 135846 10729 1065.6 1310.7 1351.8 12034 1190.2 -
180 1053.20 1080.20 998.84 991.50 1047.8 1067.2 10234 1007.2 967.6
270 788.136  805.047  762.26  759.17 784.1 792.9 771.19 760.4 747.1
30 2508.81 2651.78 1597.8  1565.7 24942 26425 1605.1 1570.7 -
60 243599 2571.17 1612.8 1584.1 24248  2562.5 1700.8 1671.2 -

3 90 2339.53 2464.67 17344 1711.7 2328.8 2456.0 2045.6 2022.2 -
180 2002.42 2094.98 1831.3 1804.3 1992.5 2074.1 1927.9 1882.2 1717.5
270 1646.99 1711.59 1551.6 1534.5 1638.2 1690.5 1596.9 15642 1487.5
30 3572.73 3868.85 1639.5 1637.2 3675.0 34585 21624 21534 -
60 3529.95 381844 1753.1 1744. 3459.3 3550.6 2197.8 2167.4 -

4 90 3462.53 3739.28 1861.6 1844.9 34513 36142 2180.2 2136.2 -
180 3155.90 3383.38 2524.1 24898 31434 33704 28643 2818.0 2763.0
270 2766.24 2940.69 2510.8 2465.5 2752.0 29103 2657.8 2580.0 2460.2

Literatiirdeki ¢alismalarda verilen oOrnekler Chidamparam, P., Leissa, A.W., (1993). Vibrations

coziilerek burada elde edilen sonuglarla karsi-
lagtirilmistir. Sonuglar arasinda oldukga 1yi bir
uyum bulunmaktadir. Coziilen biitiin 6rnekler,
kayma deformasyonu ve hem egilme hem de
burulmadan kaynaklanan donme eylemsizligi
etkilerinin, egri eksenli ¢ubuklarin diizlem dis1
titresimleri konusunda 6nemli bir yeri bulun-
dugunu gdstermistir. Bu etkilerin, yiiksek mod
sayillarinda da ayr1 bir Onem kazandigi
bilinmektedir.
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