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Ozet

Bu ¢alismada durumunun gecikmesi zaman degiskenli, durumunun zamana gore birinci tiirevinin
gecikmesi sabit olan lineer neutral bir sistemin asimptotik kararlilig: icin yeterli kosullar Lyapu-
nov-Krasovskii yaklasimi ile sistemin durumundaki gecikmeye bagimli, durumunun zamana gore
birinci tiirevindeki gecikmeden bagimsiz olarak Lineer Matris Egsitsizligi (LME) cinsinden elde
edilmigtir. Daha sonra sistemi asimptotik kararli hale getirmek i¢in, durum geri besleme kontrol
kurali bir kontrol girdisi vasitasi ile sisteme uygulanarak, kapali ¢cevrim sistemi elde edilmistir. El-
de edilen sistemin asimptotik kararliligi icin yeterli kosullar yine Lyapunov-Krasovskii yaklasimi ile
sistemin durumundaki gecikmeye bagimli, durumunun zamana gére birinci tiirevindeki gecikmeden
bagimsiz olarak LME cinsinden elde edilmistir. Elde edilen LME, Matlab LMI Toolbox paket prog-
rami ile ¢oziilmiistiir. Bu ¢alismada, literatiirdeki benzer ¢calismalarda bulunan durum gecikmesinin
zamana gore birinci tiirevinin birden kii¢iik bir sayiya esit olma sarti ortadan kaldirilmistir. Burada
yeterli kogullar simetrik bir LME nin negatif belirli bir matris olmast ile elde edilmistir. Elde edilen
LME 'nin negatif belirli olmasi igin késegenindeki tiim elemanlarinin negatif olmalari gerekmekte-
dir. Durum gecikmesinin zamana gére birinci tiirevi birden biiyiik bir sayt oldugunda LME 'nin ko-
segenine negatif olmayan bir terim gelmektedir. Burada bu sorunu ortadan kaldirmak i¢cin LMEyi
elde etme asamasinda elde edilen esitsizlige sifira esit olan bir terim eklenerek LME 'nin sorun ¢i-
karan kogegen elemanina serbest olarak segilebilen bir terimin eklenmesi saglanmigtir. Son olarak
elde edilen sonuclar érnekler iizerinde uygulanip elde edilen sayisal degerler diger ¢alismalarla
karsilastirtimigtr.
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State feedback control problem for a
class of linear neutral systems

Extended abstract

The mathematical system representations of some
physical and biologic control problems depend also
on the states of the systems in the past. Systems of
this type are called as time delay systems. The delay
may also be on the first time derivative of the states
of the systems. These types of systems constitute the
general form of the time delay systems and are
named as neutral systems. The delay, depending on
the system considered can be constant or time vary-
ing, and the time delay systems are investigated as a
separate class of dynamical systems. The existence
of the time delay in any system, can cause to insta-
bility and bad performance. This is the reason why
the stability and the performance analyses of this
type of systems became important both in the theo-
retical and the practical means. The time delay sys-
tems are separated to two classes as, systems that
can be represented with, a system of first order
ODE’s and the system of first order PDE’s. In this
article the time delay systems belonging to the first
class are investigated..

In the years 1990’s, the time delay systems are clas-
sified as independent of the delay and as depended
to the delay. In the case of independent of the delay,
the system is stable for all positive values of the de-
lay but for dependent to delay systems, the system is
stable for only some positive values of the delay and
unstable for the other values.

In this article, at first, the model representation of a
linear time delay system is introduced, in which the
state has a time varying delay and the first time de-
rivative of the state has a constant delay. The suffi-
cient conditions for the asymptotic stability of the
system is obtained as linear matrix inequality by the
Lyapunov-Krosovskii approach as dependent to the
delay of the state of the systems but independent of
the delay in the first time derivative of the state. Ac-
cording to the Lyapunov-Krasovskii approach, the
system is stable if the first time derivative of the
Lyapunov-Krasovskii functional which is construct-
ed for the system is less than zero. In this work,

by writing the first time derivative of the functional
in terms of a vector and a matrix, it is shown that it
is less than zero by obtaining the matrix as a nega-
tive defnite matrix.

Aiming to stabilize the time delay systems, state
feedback control problems are investigated in the
literature. The state feedback control problem is to
investigate the closed loop system which can be ob-
tained by appyling a control input to the system. In
state feedback control problems the control input is
constructed with the state of the system and a regu-
lating matrix.

In this article, it is also constructed a state feedback
control problem for the system given in the first sec-
tion. The sufficient conditions for the asymptotic
stability of the closed loop system is abtained in
terms of linear matrix inequality again by the Lya-
punov Krasovskii approach as dependent to the de-
lay of the state of the system but independent of the
delay in the first time derivative of the state.

In the literature,in most of the articles, there is a
restriction on the first time derivative of the delays
of time delay systems as it has to be less than one. In
this article, this restriction is removed by adding a
term which is equal to zero to the first time deriva-
tive of the Lyapunov-Krasovskii functional. Here the
sufficient conditions are obtained with the matrices
which are negative definite symetric matrices. For
these types of matrices it is necesarry that their ele-
ments on the diagonal are all negative. Here, when
the first time derivative of the delay is greater than
one, nonnegative terms appear on the diagonal of
the matrices. This problem is solved by adding a ze-
ro term on the first time derivative of the Lyapunov-
Krasovskii functional. This provides to define a free
parameter on the diagonals in order to make them
negative in spite of a first time derivative of the de-
lay function that is greater one.

At last, the theoretical results obtained are applied
to examples and the values obtained for the upper
limit of the time delay are given in tables.

Keywords: State Delay, asymptotic stability, linear
matrix inequality.
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Giris

Herhangi bir sistemde zaman gecikmesinin var-
lig1 sistemde kotii performansa ve kararsizliga
yol agabilir. Bu yiizden bu tip sistemlerin asim-
ptotik kararliliginin incelenmesi teorik ve pratik
acidan onemlidir (Hale ve Lunel, 1991; Mahmoud,
2000; Niculescu vd., 1998). Lyapunov-Krasovs-
kii yaklasimi ile gecikmeye bagimli olarak, sabit
gecikmelere sahip lineer neutral sistemlerin
asimptotik kararliligr icin yeterli Kosullar
LME’ler cinsinden Yue ve Han (2004), lvanes-
cu ve digerleri (2003) ve Han (2005)’de, zaman
degiskenli durum gecikmesine sahip lineer neut-
ral sistemler i¢inde Park (2002)’de elde edilmis-
tir. Fakat Park (2002)’de sistemin durum ge-
cikmesinin zamana gore birinci tiirevinin birden
kiigiik bir sayiya esit olma sart1 vardir, yani ge-
cikme fonksiyonu zamana gore yeterince hizli
degisen bir fonksiyon olarak segilememektedir.

Gecikmeli sistemleri kararli hale getirmek icin
durum geri beslemeli kontrol problemleri de in-
celenmistir. Sabit gecikmelere sahip lineer neut-
ral sistemler i¢in durum geri beslemeli kontrol
problemi Wu ve digerleri (2004) ve Xu ve diger-
leri (2003)’de, zaman degiskenli gecikmeye sa-
hip neutral olmayan lineer sistemler igin ise
Zhang ve digerleri (2005)’de incelenmistir. Fa-
kat bu calismada da durum gecikmesinin zama-
na gore birinci tiirevinin birden kii¢iik olma sarti
vardir.

Bu ¢alismada ilk 6nce durum gecikmesi zaman
degiskenli olan lineer neutral bir sistemin asim-
ptotik kararlilig1 i¢in yeterli kosullar Lyapunov-
Krasovskii yaklagimi ile LME cinsinden elde
edilmistir. Daha sonra bu sistemi kararli hale
getirmek i¢in durum geri beslemeli kontrol
problemi ¢oziilmiistiir. Burada incelenen sistem-
ler i¢in yeterli kosullar sistemlerin durumlarin-
daki gecikmeye bagimli, durumlarmm zamana
gére birinci tiirevinin gecikmesinden bagimsiz
olarak ve durumlarinin gecikmesinin zamana
gore birinci tiirevinin lizerinde herhangi bir sart
olmaksizin elde edilmislerdir.

Burada matrisler biiylik harflerle, vektorler ve
skalerler ise kiiciik harflerle gosterilmistir. h(t)

ile, t zaman degiskeninin skaler degerli fonksi-

yonu, Xx(t) ile de x(t) vektér fonksiyonunun
zamana gore birinci tlirevi gosterilmistir. R" ile
n-boyutlu lineer vektér uzayi, R™™ ile nxm
boyutlu gercel matrislerin kiimesi, herhangi ger-
cel ve simetrik bir M matrisi igin
M >0, (M <0) ile pozitif (negatif) belirlilik,
()" ile tranzpoz alma islemi, 2A"B ile de
A"B+BTA gosterilmistir. Herhangi bir 7 >0
skaler sayis1 i¢in, C_, =C([-7,0]),R") ile

[-7,0] araligin R"’ye, ||¢|| = Suan[_,’0]|¢(n)|
olarak tanimlanmis ||¢|| normu ile gotiiren stirek-

li fonksiyonlar uzay1 gosterilmistir.

Sistemin tanitilmasi
Asagidaki n. mertebe zaman degiskenli lineer
neutral sistem ele alinsin:

X(t) = Ax(t) + A x(t —h(t)) + Ex(t —d)
X(t, +0)=¢(09), VOe[-7,0], 1)
(t,,9)eR* xC_,.

Burada x(t) e R" sistemin durumunu karakteri-
ze eden vektor fonksiyonu, A, E, A sabit ve

uygun boyutlu sistem matrisleri, h(t) ise zaman
degiskenli diferansiyellenebilir ve her t > 0 icin

O<h(t)<h<ow, ht)<u<o (2)

kosullarin1 saglayan gercel degerli gecikme
fonksiyonu, d  pozitif sabit gecikme,

T= max{ﬁ,d } olmak tizere, ¢(-) [-7,0] tize-
rinde verilmis siirekli bir fonksiyondur. (1) sis-
teminin  kararlig igin, u:C[-7,0]—> R",
(%) =x(t) — Ex(t —d) seklindeki tiirev opera-
torii icin agsagidaki varsayim yazilmalidir.

Varsayim 1: || herhangi bir matris normu gos-

termek tizere, | E || <1 olmalidir. Bu x(X,)=0’m

asimptotik kararliligi i¢in yeterli kosuldur (Hale
ve Lunel, 1991).

Lemma 1: Herhangi ® >0 matrisi, o >0 gergel
sayisi ve W:[0,0] — R™ vektor fonksiyonu igin

115



B.B. Kizilsag¢, U. Baser

a]ﬁ w' (s)Ow(s)ds > ( Tw(s) ds ] (E)U w(s) dsJ (3)

esitsizligi gecerlidir (Park, 2004).

Schur Komplementi: A =A', 0<A, = Al ola-
rak A ,A,, A, matrisleri verilsin o zaman

{Al AST}<Oveya{_'$\2 AS}<O
A —A A A

matris esitsizlikleri A +A; A;*A, <0 matris esit-
sizligine denktir (Mahmoud, 2000).

Kararhlik icin yeterli kosullarin elde
edilmesi

Teorem 1: h > 0, i, £ >0 sayilar1 verilsin ve
u(x,) kararli bir operatdr olsun. Bu takdirde
asagidaki simetrik LME’yi saglayan uygun bo-
yutlu simetrik

P>0,Q>0,R>0,W>0 (5)

matrisleri ve herhangi N,, N, matrisleri varsa

(1) sistemi gecikmeye bagimli olarak asimptotik
kararhidir

© PA-N/+N, PE -hN] hA'W AR
* —(L-#Q-N,-N; 0 ~-hN; hAW AR
* * -R 0 hE'W E'R
_ <0
* * * _hW 0 0
* * * * —HW 0
* * * * * _R
©=PA+AP+Q+N,+N/ (6)

Ispat: Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(%)= X" (t)Px(t) + .t[xT (s)Q x(s)ds
t t-h(t) t (7)
j X" (S)W X(s)ds + j X" (S)RX(s)ds

t+6 t—d

+
— o

=i

seklinde secilsin. Burada;

P>0 Q>0 R>0,W>0

seklindedir. Lyapunov-Krasovskii yaklagimina
gore, bu fonksiyonelin zamana gore birinci tii-
revi sifirdan kiigiik bir sayiya esit olursa, (1) sis-
temi kararli bir sistem demektir. Bu fonksiyone-
lin zamana gore birinci tiirevi

V(x,) = 2xT (t)PX(t) + X" (t)Qx(t)

— (1= h(t)x (t—h(®))Qx(t - h(t))
+ X" (O)RX(t) - X" (t—d)Rx(t—d) (8)

+hx" (Wx(t) — ij (s)Wx(s)ds

t-h

seklindedir. 0 <h(t) <h oldugu igin

- j’xT (s)Wx(s)ds < — jXT (s)Wx(s)ds  (9)

t-h t=h(t)

yazilabilir. Sistem (1), Lemma 1, (9) esitsizligi
ve N,,N, uygun boyutlu herhangi matrisler
olmak tizere

2(x" ()N, +x" (t=h(t))N; ) x

(O -x(t-h(D)~ [x(9)d5) =0 (10)

t-h(t)

esitligi kullanilarak

V(x,) < 2x" (t)P(AX(t) + A x(t - h(t))
LEX(t—d))+ X" ()OX()

— (- )X (t=h(t))Qx(t — h(t))

— X" (t—d)Rx(t—d)

—% j X" (s)ds(ﬁW)% j X(s)ds (12)
t—h(t) t=h(t)
+ (AX(t) + A x(t = h(t)) + Ex(t —d))" (hW + R) x
(AX(t) + A x(t — h(t)) + Ex(t — d))
+2(x" ()N +x" (t =h(t))N; ) x

(x(t) - x(t—h()) - [X(s)ds)

t-h(t)
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elde edilebilir. Bu esitsizlik sag tarafindaki te-
rimler diizenlenerek

V(x)<n' ) +I" ("W +R)Dp(t) <0 (12)

seklinde vektor ve matris formunda yazilabilir.
Burada

T O =] KO, ¢ C-hO) T t-d), 2 [¥(5)ds |

t-h(t)

r=[A A E 0

ve
11 PA, - N/ +N, PE —hN/
| _(1_/1)Q_N2_N2T 0 _HN;
‘// o * * _ R 0
* * * —HW
MM=PA+A"P+Q+N, +N/
seklindedir. (12)’nin i¢indeki
w+T T (hW +R)I
terimine Schur Komplementi uygulanirsa
I, I, PE —hN] hAT A" ]
£ I, 0 —hN] hAT Al
* % —-R 0 he  ET
_ <0
* % % _hW 0 0
* % * * —hw 0
x % * * * —R?*

I, =PA+A"P+Q+N,+N/,
I, =PA —N; +N,,
[, =-1-pQ-N,-N;

elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin igerisinde
R, W ile terslerinin de bulunmasi lineer olmayan
bir durum yaratmaktadir. Bir LME elde etmek
icin bu esitsizlik soldan ve sagdan

(13)

o o — O O o

o oo o o —
o oo o — o
O oo — o o
o = o o o o
T o o o o o

ile garpilip, Schur Komplementi uygulanirsa (6)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Durum geri beslemeli kontrol

problemi
(1) ile verilen sistem bir kontrol girdisi eklenerek:

X(t) = AX(t) + A x(t — h(t)) + EX(t - d) + Bu(t)
X(t, +0) =$(0), VOe[-7,0], (14)
(t;,¢)eR" xC_,

seklinde ele alinsin. Burada u(t) e R™ sistemin
kontrol girdisi, B ise uygun boyutlu sabit sistem
matrisidir. Bu sistemi kararli hale getirmek i¢in

u(t) = Kx(t) (15)
seklinde bir durum geri besleme kontrolii tanim-

lansin. Burada K uygun boyutlu diizenleyici bir
matristir. Bu kontrol (14) sistemine uygulanirsa;

X(t) = A x(t) + A x(t —h(t)) + Ex(t —d) (16)
kapalt ¢evrim sistemi elde edilir. Burada
A = A+BK dir.

Teorem 2: h >0, u,a,,, sayilart verilsin ve
u(X,) kararli bir operatér olsun. Bu takdirde
asagidaki simetrik LME’yi saglayan uygun bo-
yutlu simetrik

X>0,Q>0,R>0W >0

matrisleri ve herhangi Y matrisi varsa (14) sis-
temini kararli hale getiren (15) formunda bir ge-
ri besleme kontrolii vardir
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0, Q, ER —-haW ©Q, Q. X|
* 0, 0 -haW hQAT QA 0

* * _R 0 hRE' RE'" 0

* ok x _pW 0 0 0 [<0
* * * * _ﬁ~ 0 0

* * * * * _ﬁ 0

* * * * * * _6
Q, = AX +BY + XAT +YTB" +2¢,X,
Q,=AQ-a,Q+a,X,

Q, =—(1-1)Q-2a,Q,

Q,=hXA" +hY BT,

O, =XAT +YTBT. (17)

Ispat: Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli (7)’deki
gibi segilip, Teorem 1’in ispatinda izlenen yol
izlenir ise;

I, I, PE —-hN] hAT A ]
* T, 0 —F\NzT ﬁAlT Al
+ * —-R 0 he"  ET

_ <0
x % * —hW 0 0
* % * * —hw™* 0
R * * * _R‘l_

I =PA +AP+Q+N,+N/,

I,=PA —N/ +N,,

I, =-(1-w)Q-N, -N]

esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikte

PA +A/P, R, R, W ve W™ terimleri li-
neer olmayan bir durum yaratmaktadir. Lineer
bir matris esitsizligi elde etmek i¢in bu esitsizlik
X=P*Q=Q*R=R*W=wW"

N, =P, N, =«,Q olmak iizere, soldan ve
sagdan

(18)

O O O o o X
O o o o O o
O O O Mo o
O — o o o o
- O O o o o

o o o o o

matrisi ile carpilip Schur Komplementi uygula-
nirsa,

A, A, ER —haW hXxAl XAl X

* 1, 0 —haW hQA] QA] 0

* * _R 0 hRE" RE" 0

* % % _hW 0 0 0 |<0
Xk x * AW 0 0

* ok % * * _R 0

* * * * * * _6_

A, = A X+ XA +2a,X,
Ay = AX + XA +2a,X,
Ay = (- 1)Q -2a,Q

elde edilir. Burada A X =AX+BKX igin

KX =Y olarak tanimlanirsa (17) elde edilir ve
ispat tamamlanmis olur.

Ornekler
(14) sistemi

{0 1} Al{—0.1 0.1}

00 02 0 19)
0.36 0.25 0

E= , B=
{—0.1 0.2} H

matrisleri ile ele alinsin. Durum geri beslemeli
kontrol ile sistemi kararli hale getirmeyi miim-

kiin kilan durum gecikmesinin iist sinirt h >0
ve tlrevinin st smirt g degerleri,

A

a, =0.1, o, =2.5 i¢in Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Durum geri beslemesi ile (19) sistemini
kararli yapan h >0 ve u degerleri

h 15 1 08 05
4 37 4 42 45

Ayrica ¢, =0.1, ¢, =0.1 igin x=0, h=7 ve
1 =0.8,h =7 elde edilebilmektedir.

Simdi (14) sistemi sabit durum gecikmesi ve
E =0i¢in
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0 0 -1 -1 0
A{o 1}’ Al{o —0.9} B:m 20

matrisleri ile ele alinsin.

a, =-0.101, «, =0.0089 degerleri igin Tablo
2’deki degerler elde edilmistir.

Tablo2. Durum geri beslemesi ile (20)sistemini
kararli yapan h >0 degerleri

Yontem h
Fridman, 2003 1.408
Fridman ve Shaked, 2002 1.510
Gao ve Wang, 2003 3.2
Zhang vd., 2005 6
Teorem 2 6.4

Sonuclar

Bu ¢alismada ilk once, durumunun gecikmesi
zaman degiskenli, durumunun zamana gore bi-
rinci tiirevinin gecikmesi sabit olan lineer neut-
ral bir sistem tanitilmistir. Incelenen sistemin
asimptotik kararlilig1 i¢in yeterli kosullar Lya-
punov-Krasovskii yaklagimi ile LME cinsinden
elde edilmistir. Daha sonra bu sistemi kararli
hale getirmek igin, durum geri besleme kontrol
kural1 bir kontrol girdisi vasitasi ile sisteme uy-
gulanarak, elde edilen kapali ¢evrim sisteminin
kararlilig icin yeterli kosullar yine Lyapunov-
Krasovskii yaklagimi ile LME cinsinden elde
edilmistir. Burada incelenen tiim sistemler igin
yeterli kosullar sistemlerin durumlarindaki ge-
cikmeye bagimli ve durumlarinin zamana gore
birinci tiirevinin gecikmesinden bagimsiz olarak
elde edilmislerdir.

Bu konuda literatiirde olan ¢aligmalarda sistem-
lerin durum gecikmesinin zamana gore birinci
tiirevinin birden kiigiik bir sayiya esit olma sarti
ortadan kaldirilmigtir. Ayrica durum gecikmeli
kontrol probleminde yeterli kosul olan LME’yi
elde etme asamasinda lineer olmayan bir matris
esitsizligi ile karsilagilmistir. Yeterli kosullari
bir LME cinsinden elde etmek icin elde edilen
lineer olmayan esitsizlik soldan ve sagdan, Si-
metrik ve pozitif tanimli bir kdsegen bir matris

ile carpilmigtir. Bu islem bu konuda yapilan
onemli bir calisma olan Zhang ve digerleri
(2005)’de yeterli kosullart LME cinsinden elde
etmek i¢in yapilan islemleri olduk¢a kisaltmis
ve sayisal sonuglarin bu g¢alismadan daha iyi
ciktig1 gézlenmistir.
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