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Blok Krylov metotlarinin yiikksek basarimli uygulanmasi
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Ozet

Kismi tiirevli bir denklemde parametreye bagli degisen sinir kosullari, hareketli bir kaynak terimi
va da degisken kuvvet terimi ile ozel veya optimize bir sayisal ¢oziimiin aranmasi durumunda denk-
lemin bu parametrenin degisen degerlerine gore ¢oziilmesi gerekir. Bu da sag-taraf vektorii degisen
bir lineer sistemin bir¢ok defa ayni katsayr matrisi ile ¢oziimiinii gerektirir. Boyle bir problem ii¢-
boyutta ise problemin sayisal ¢oziimiinde ortaya ¢ikan katsayr matrisi biiyiiktiir ve bu durumda uy-
gun iteratif metot kullaniimasi onemlidir. Bu gibi problemlerde katsayr matrisi degismedigi halde,
m tane sag taraf ile lineer sistemin m defa ¢oziilmesi gerekir. Bunun yerine AX = B blok lineer
sistemi olusturulur, burada A katsay1 matrisi, X bilinmeyenler matrisi ve B =[bb,,...,b, ] sag ta-
raf vektorlerinden olusan matristir. Bu blok sistem daha verimli ve hizli bir sekilde blok Krylov me-
totlart ile bir defada ¢oziilebilir. Gelistirmekte oldugumuz Blok Iteratif Metotlar paketi (BIM++),
simetrik ve simetrik-olmayan blok lineer sistemleri ¢ozen blok Krylov metotlarinin yiiksek basariml
uygulamasidir. Bu ¢alismada, blok Krylov metotlar: ve ozellikle blok GMRES (generalized minimal
residual) metodu kisaca tamtildiktan sonra bu metotlar icin gelistirmekte oldugumuz BIM~++ pake-
tinin performansi gosterildi. Dahast bazi ornek matrisler iizerinde, ¢ok sag-tarafli sistemlerin ¢o-
ziimiinde blok metotlarin blok-olmayan metotlara gére tistiinliik gosterebildigi ve sag taraf sayisinin
artmast ile bu blok-olmayan metotlara olan iistiinliigiin arttigi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Iteratif metotlar, blok Krylov altuzay: metodu.
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Makale metni 26.05.2009 tarihinde dergiye ulagmis, 03.09.2008 tarihinde basim karar1 alinmistir. Makale ile ilgili tar-
tigmalar 31.03.2010 tarihine kadar dergiye gonderilmelidir.
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High performance implementation of
block Krylov methods

Extended abstract

Multiple large linear systems with a same coefficient
matrix but different right-hand side vectors arise in
several problems of engineering such as in solution
of Navier-Stokes equations in different directions
(Dinler, 2007). Moreover, seeking an optimum or a
special solution of a multi-dimensional PDE with a
parameter-dependent moving source term or chang-
ing force term, or variable boundary conditions re-
quires repeated solution of this PDE with changing
values of the parameter. In that case, we need to
solve multiple large linear systems with a same coef-
ficient matrix but different right-hand side vectors.
To solve these large block linear systems efficiently,
block Krylov subspace methods (in short block Ky-
lov methods) are an important tool.

Krylov subspace methods are projection methods
that search the solution of a linear system iteratively
in the Krylov subspace. Comparing with direct
methods such as Gauss elimination or LU decompo-
sition, direct methods are prohibitive to solve large
linear systems however Krylov subspace methods
are efficient. Moreover in several engineering prob-
lems, block Krylov methods are an important tool
for solution of large linear systems with multiple
right hand sides. In addition to that, block methods
reduce memory-access cost and increase efficient
data reuse because they allow multiple matrix-
vector products with less memory access. However,
their robustness problem and preconditioning are
difficult to handle.

So, to come up with a robust implementation of
block Krylov methods, we initiated BIM++ (Block
Iterative Methods) project, which is devoted to re-
search and development of block Krylov methods to
make them easier to use. BIM++ package is a high
performance implementation of block Krylov meth-
ods written in C/C++ under GPL license, for solu-
tion of both symmetric and nonsymmetrical large
linear systems with multiple right hand sides. In ad-
dition to this BIM++ includes important non-block
Krylov methods such as CG (conjugate gradient),
BICGSTAB  (bi-conjugate gradient stabilized),
GMRES (generalized minimal residual) and
GMRES(m) (GMRES restarted).

While developing BIM~++, we stick to “keep-it-easy
rule” and put performance first. Easy-to-use and
easy-to-install are also important. While developing
BIM~++, our goals are 1) creating an environment
for easy implementation and easy development of
advanced numerical linear algebra algorithms, 2)
creating a high performance and user friendly pack-
age, 3) enable to utilize C++ technologies, 4) enable
to programming Krylov methods shorter and more
readable, 5) enable to use block Krylov methods
handy, 6) creating reusable, portable and easily up-
gradeable package, 7) enable to use BIM++ in Win-
dows PCs, 8) creating a clear documentation and a
webpage.

To achieve these goals, we borrowed many good
ideas from LAPACK++ and IML++. We built
BIM~++ over LAPACK. We improved and used
CPPLapack interface (Onishi, 2003) for FORTRAN
LAPACK to make the package more user friendly.
Also we tried to use generic programming to achieve
performance.

In this technical note, we demonstrate test results of
BIM++ package for different matrices and different
number of right-hand side vectors. Our results are:

e Block Krylov methods may be efficient for
linear systems with multiple right-hand
sides.

e Block Krylov methods decrease the memory
access cost as a result convergence can be
achieved in less time.

e  Performance of block Krylov methods de-
pends on performance of matrix-matrix mul-
tiplication performance.

o Using ATLAS library, which is hardware
dependent optimal version of LAPACK, un-
der BIM++ increases performance.

e Superiority of block Krylov methods over
non-block Krylov methods increases in case
there are more right-hand side vectors.
Moreover, Convergence may be improved
with suitable extra right-hand vectors.

e Comparing with non-block Krylov methods,
convergence behavior of block Krylov meth-
ods are different so different and special
preconditioning is necessary.

Keywords: Iterative methods, block Krylov subspace
methods.
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Giris

Blok Krylov metotlariin yiiksek basarimli uy-
gulanmasi i¢in gelistirmekte oldugumuz blok
iteratif metotlar paketi, BIM++, simetrik ve si-
metrik olmayan blok lineer sistemleri ¢dzen
blok Krylov metotlariin bir uygulamasidir.
Blok Krylov metotlar1 son yillarda miihendislik
problemlerinin ¢oziimiinde ¢ok 6nem kazanmis-
tir (Dinler, 2007). Blok Krylov metotlar1 birden
fazla sag tarafli biiylik lineer sistemlerin ¢ozii-
miinde ¢ok Onemlidir. Ayni katsayr matrisine
ama farkli sag taraflara sahip bir sistem, blok
metotlar ile bir kerede ¢oziilebilir. Blok Krylov
metotlar1 tek bir vektorle degil vektor bloklar
ya da alt-matrisler ile is yaparlar, bu da bellek
kullanimini iyilestirir. Bu nedenle tek sag tarafli
sistemler i¢in de blok yaklasim kullanilabilir
(Baker vd. 2003, Li 1997). Bilimsel hesaplama-
da bellek yonetimi ve kullaniminin ¢ok 6nemli
hale gelmesi, blok metotlar1 6n plana getirmistir
(Dongarra vd., 1998; Lam vd.,1991).

LAPACK (Linear Algebra PACKage) kiitlipha-
nesi lizerine C++ programlama diliyle gelisti-
rilmekte olan bu paketin amaglari, CPPLapack
arayiizlinii (Onishi, 2003) gelistirerek

Blok Krylov metotlarin1 -6zellikle he-
saplamali mekanik problemlerinin ¢6-
ziimiinde- kolay kullanabilmek,

C++ programlama dilinin sahip oldugu
teknolojilerden en kolay sekilde fayda-
lanmak,

Ileri sayisal lineer cebir algoritmalarinin
daha kisa ve daha anlagilir sekilde prog-
ramlanmasini saglamak,

Tekrar kullanilabilir, tasmnabilir ve ko-
layca gelistirilebilir bir paket olustur-
mak,

Windows isletim sisteminde de ¢alisabi-
lir yiiksek basarimli bir paket olustur-
maktir.

LAPACK kiitiiphanesi, kullanmas1 dikkat iste-
yen ve kolayca karistirilabilir ¢ok parametreli
fonksiyonlardan olusur. Bu yliksek basarimli
kiitiiphane i¢in C++ teknolojisi ile kullanmay1
kolaylastiracak bir¢ok arayiizler ve kiitiiphaneler
yazilmistir. Bunlardan bazilari LAPACK++,
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CvmLib, FLENS, CPPLapack, SparseLib++,
MV++ ve IML++ 'dir. Bunlarin bazisinin hala
kullanim1 kolay degildir, bazisinin kurulumu
ozel derleyici ve/veya derleyici segenekleri ge-
rektirir, bazisinin dokiimantasyonu iyi degildir,
bazisi ise yeterince gelistirilmemis ya da gelisti-
rilmesi birakilmistir.

Blok GMRES (Generalized Minimal Residual)
metodu gibi yeni sayisal lineer cebir algoritma-
lar1 i¢in kolay kullanilabilir bir ortam olustur-
mak ve LAPACK Kiitiiphanesini kullanan ytik-
sek basarimli bir paket olusturmak igin
CPPLapack arayiizii secildi. Sonra bu arayiize
paketin amacglarma uygun eklemeler yapildi.
Boylece kurulum gerektirmeyen baslik (header)
dosyalarindan olusan BIM++ paketi olusturuldu.

BIM++, blok Krylov metotlarin1 kolayca kulla-
nabilmek i¢in yazildi. BIM++ 'nin kolayca kul-
lanilmasi i¢cin CPPLapack arayiiziine eklemeler
yapildi ve LAPACK'e en kolay ulagmay1 sagla-
yan KEYcpplapack.h baslik dosyasini olustu-
ruldu. Dahasi olabildigince az programlama bil-
gisi ile bu paket kullanilir hale getirildi. Sekil
1°de BIM++ paketinin yapis1 goriilebilir.

BlM++

CPPLAPACK

LAPACK

Sekil 1. BIM++ paketinin yapist

Bu ¢alismada blok Krylov metotlar1 kisaca tani-
tildiktan sonra bu metotlar i¢in gelistirmekte
oldugumuz BIM++ paketinin performansi gos-
terilecektir.

Blok Krylov metotlar:
Krylov metotlari, genel anlamda, 4x =5 lineer
sisteminin ¢ézliimiinii Krylov altuzayinda arayan
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ve matris-vektor carpimlart ile Ax =254 lineer
sistemini iteratif ¢cozen metotlardir. Burada, 4
tekil olmayan katsayr matrisi, x bilinmeyenler
vektori, b de sag taraf vektoriidiir. Katsay1 mat-
risi ¢ok biiyiik oldugunda, Gauss yok-etme gibi
direk lineer sistem c¢oziicii yontemler yerine
iteratif bir yontem kullanilmas1 mecburidir. Da-
hasi, bazi problemlerde katsayr matrisi A de-
gismedigi halde, farkli sag taraflar ile Ax=25,,
i=1,...,m linecer sisteminin m defa ¢ozlilmesi
gerekir. Bunun yerine AX =B, B=[b,b,...b,]
blok sistemi olusturulabilir ve ¢ok daha verimli
ve hizli bir sekilde blok Krylov metotlar1 ile bir
defada ¢oziilebilir, (Dinler, 2007). Ancak bu
durumda artik matris-vektor ¢arpimlari yerine,
matris-matris ¢carpimlari ile sonuca gidilir.

En bilinen blok Krylov metotlari; blok Conjugate
Gradient (CG), blok Bi-Conjugate Gradient
(BICG), blok Bi-Conjugate Gradient STABilized
(BICGSTAB), blok Generalized Minimal
RESidual (GMRES) ve GMRES restarted
(GMRES(m))’dir, (El Guannouni vd., 2003;
Saad, 1996; Simoncini ve Szyld, 2007).

Blok GMRES Algoritmasi: nxn'lik ve p sag
taraf sayist ya da blok genisligi olmak {izere,
AX =B blok sistemi i¢in algoritma sdyledir;
n=m.p ve m blok Krylov altuzaymin boyutu
olmak iizere

1. Baslangigta bir n x p'lik bir X, matrisi se¢ilir
2. Ry=B-A4X,

3. R, OR aynsmile R, = V|R , seklinde ayris-
tirlir,

4. For j=1,...,m Do:

5. W, =4V,

6. Fori=1,...,j Do:

7. H,=V'W,
8

i Wj = Wj - ViHiJ
9. End Do
10. Wj OR ayrigimi ile Wj = VjﬂHi’j+1 sek-

linde ayrilir.

11. End Do

122V, =[V,Vyo V0]

13V, =[V.,V,,....V,]

14. ﬂ: V’;‘FIB

15. H QR aynsmmi ile H=0,R,, seklinde ayrilir.

16. G, = Q0,8
17. R,Y, = G, , sistemi Ust tiggensel n x n'lik
bir sistem buradan Y bulunur.
18. X,=VY,
Burada V, ., nx (m +1)p'lik matris, V, nx n 'lik
matris, B sag taraf matrisi, X ise sonu¢ matri-
sidir.

Blok Krylov metotlar1 yukarida goriildiigii gibi
cok sayida matris-matris ¢arpim islemleri gerek-
tirir. Bu nedenle BIM++ paketinin performansi
dogrudan matris-matris c¢arpim isleminin per-
formansina baglidir.

BiM++ paketinin performansi

Iki farkli bilgisayar sisteminde, 1) Mac OSX
Powerbook 1.5 GHz, LAPACK Kkiitliphanesi
kullanilarak, 2) Windows Pentium 4 1.6 GHz,
ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra
Software)-LAPACK kiitiiphanesinin donanima
bagli olarak optimize edilmig siiriimii- kiitiipha-
nesi kullanilarak, 2 ve 5 sag taraf ile Tablo
1’deki 10 farkli reel katsayr matrisi ile testler
yapildi.

Tablo 1. Test yapilan katsayr matrisleri ve

ozellikler

Matris Ismi ~ Boyutu  Ozelligi

nos5 468 Simetrik pozitif
belirli

noso6 675 Simetrik pozitif
belirli

laplace 900 Simetrik pozitif
belirli

662 bus 662 Simetrik pozitif
belirli

steaml 240 Anti-simetrik

fs 541 1 541 Anti-simetrik

hor131 434 Anti-simetrik

west0655 655 Anti-simetrik

mfce 765 Anti-simetrik

impcol e 225 Anti-simetrik

Http://math.nist.gov/MatrixMarket/ internet ad-
resinden alinan yukaridaki katsayir matrisleri ile
cok sag tarafli lineer sistemlerin ¢0zimii icin
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testler yapildi. Bu testler sonucu elde edilen ¢6-
ziim zamanlar1 blok ve blok olmayan yontemler
i¢in Sekil 2 — 7°de verilmistir.

Zaman(s)

10

Matris

noss .nosEi laplace 662_bus

Sekil 2-a. Iki sag tarafli blok CG metodu (siyah)
ile iki kere CG metodunun (gri) LAPACK ile
calistirtimast ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)
25
20
15
10

5

e |
nos5 nos6

laplace

Matris
662_bus

Sekil 2-b. Bes sag tarafli blok CG metodu (si-
yah) ile bes kere CG metodunun (gri) LAPACK
ile calistirilmasi ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)

6

steam fs_541_1

Matris
hor131

Sekil 3-a. Iki sag tarafli blok BICGSTAB meto-
du (siyah) ile iki kere BICGSTAB metodunun
(gri) LAPACK ile ¢calistirilmasi ile elde edilen

sonuclar
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Zaman(s)
15

12.5
10

7.5

25

steami fs_541_1

Matris
hor131

Sekil 3-b. Bes sag tarafli blok BICGSTAB meto-
du (siyah) ile beg kere BICGSTAB metodunun
(gri) LAPACK ile ¢calistirilmasi ile elde edilen

sonuglar

Zaman(s)

30
s
20
15

10

w

steam1

o Matris
impcol_e

west0655  mice

Sekil 4-a. Iki sag tarafli blok GMRES metodu
(siyah) ile iki kere GMRES metodunun (gri)
LAPACK ile ¢alistiriimast ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)
80 —
60 - 3 :
40 | |
) . I
e — L - — Matris
steam1  west0655 mfce impcol_e

Sekil 4-b. Bes sag tarafli blok GMRES metodu
(siyah) ile bes kere GMRES metodunun (gri)
LAPACK ile calistiriimasi ile elde edilen sonuclar
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Zaman(s)
4
3
2 .......
Imrg ) "r;;é_ -_Iéplace ESZ___bus Malre

Sekil 5-a. Iki sag tarafli blok CG metodu (siyah)
ile iki kere CG metodunun (gri) ATLAS ile ¢alis-
tirtlmast ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)

' == _——

noss nos6 laplace 662_bus

Sekil 5-b. Bes sag tarafli blok CG metodu (si-
vah) ile beg kere CG metodunun (gri) ATLAS ile
calistiriimasi ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)

3
25
2
1.5
1

steam

—— Matris
fs_541_1

hor131

Sekil 6-a. Iki sag tarafli blok BICGSTAB meto-
du (siyah) ile iki kere BICGSTAB metodunun
(gri) ATLAS ile ¢alistirilmast ile elde edilen
sonuclar

164

Zaman(s)
8
6
4
2
 _ _ ——
steam1 fs_541_1 hor131

Sekil 6-b. Bes sag tarafli blok BICGSTAB meto-
du (siyah) ile beg kere BICGSTAB metodunun
(gri) ATLAS ile ¢calistirilmast ile elde edilen

sonuglar
Zaman(s)

20 2000 e
15
10
5

==l = Ut | Matris
steam1 west0655 mfce impcol_e

Sekil 7-a. Iki sag tarafli blok GMRES metodu
(siyah) ile iki kere GMRES metodunun (gri)
ATLAS ile ¢calistirtimast ile elde edilen sonuclar

Zaman(s)
50

40

30

20

’ . .

steam1 west0655 mfce impcol_e

Matris

Sekil 7-b. Bes sag tarafli blok GMRES metodu
(siyah) ile bes kere GMRES metodunun (gri)
ATLAS ile ¢calistirilmast ile elde edilen sonuglar
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Sonuclar

Elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

e (Cok sag tarafli sistemlerin ¢oziimiinde blok
metotlar blok olmayan metotlara gore ciddi
istiinliik gosterebilmektedir.

e Blok algoritmalar bellek yoniinden daha ve-
rimli ¢alistigindan ayni iterasyon sayisinda
bile daha az zamanda sonuca gidebilmekte-
dir.

e Blok Krylov metotlarinin performansi, ve-
rimli bellek kullanimina ve matris-matris
carpiminin performansina baglh oldugundan
ATLAS kiitiiphanesinin  kullanilmas: ile
blok Krylov metotlarinin performansi daha
da iyilesmektedir.

e Sag taraf sayisimin artmasi blok olmayan
metotlara gore blok metotlarin istiinliigiini
arttirmaktadir. Dahas1 baz1 Orneklerde ya-
kinsamayir da hizlandirmistir ki bu ¢ok
onemli bir sonugtur.

e Blok iteratif metotlarin yakinsaklik 6zelligi
blok olmayan iteratif metotlardan farklidir.
Yakinsamanin iyilestirilmesi i¢in Onkosul-
landiricilar (preconditioners) gerekmektedir.
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