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Bilgisayarli hesaplama yontemleri ile bes boyutlu

uzayzamanlarda dalga denklemlerinin incelenmesi
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ITU Fen Bilimleri Enstitiisii, Fizik Miihendisligi Programi, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Genel gorelilikte kullanilan instantonlar, Yang-Mills denklemlerinin sonlu eylem ¢éziimleri olan
Yang-Mills instantonlarina karsilik gelen ¢oziimlerdir. Weierstarss in genel "yerel en-kiiciik yiizey-
ler" ¢oziimii, genel bir instanton metrigi verir. Nutku helikoit metrigi de bu genel metrigin helikoit
en-kiiciik yiizeyine karsilik gelen ozel bir durumudur. Dirac ve Laplace denklemleri dért boyutlu
durumda Mathieu fonksiyonlar: cinsinden ¢oziilebilir. Bir zaman koordinati metrige dogrudan ek-
lenirse ¢oziimler, literatiirde yiiksek boyutlu ¢oziimlerde karsilasilan ¢ift konfluent Heun fonksiyon-
lart olurlar. Bir doniisiim yardimiyla Mathieu denkleminin tekillik yapisi elde edilir. Bes boyutlu
durum, bu doniisiim sayesinde Mathieu fonksiyonlar: cinsinden ifade edilebilir. Zaman koordina-
tindan gelen ek terimle birlikte, radyal ve acisal kisimlar degisik sabitler icerdiginden, dort boyutlu
durumdaki gibi bir ilerletici yazmak igin bu fonksiyonlarin toplanmasi olduk¢a zorlasir. Metrigin
orijinde bir egrilik tekilligine sahip olmast bu bolgenin disarilanmasini gerektirir. Bu da uygun si-
nwr kosullarmmin kullanimini onemli kilar. Tek sayili boyutlarda, Atiyah, Patodi ve Singer tarafindan
tammlanmis olan yerel olmayan spektral simir kosullari, topolojik engeller sebebiyle zorunludur.

Cift sayili boyutlarda yerel simir kosullart kullanilabilse de, Dirac operatériiniin y° ve yiik eslenigi

simetrilerinin korunmast isteniyorsa yerel olmayan spektral sumr kosullari kullanilmalidir. Bu
problemde sinir kosullart uygulanirken Atiyah-Patodi-Singer formalizmi kullaniimigtir. Manifoldun
smmirinda yazilan denklemler, sinir tamimlanmadan yazilan denklemlerden daha tekildir ve bu da
¢coziimii zorlagtirir. Bilgisayar, denklemlerin ¢ikarilmast ve analizlerinde yogun olarak kullanilmas-
tir. Newman-Penrose formalizmini kullanan bir Maple paketi, ¢calismadaki analitik hesaplart yap-
mak icin gelistirilmigtir. Paket ayrica instanton metrikleri i¢in tam bir Newman-Penrose hesaplayi-
cist olarak kullanilabilir.

Anahtar Kelimeler: Dalga denklemleri, Atiyah-Patodi-Singer sinir kosullari, Heun fonksiyonlari,
sembolik hesaplama.
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A study of wave equations in five
dimensional spacetimes with
computational methods

Extended abstract

The interest in higher dimensional wave equations is
driven by the usage of higher dimensional metrics in
general relativity and string theory. Instanton solu-
tions of general relativity are the counterparts of
Yang-Mills instantons which are finite-action solu-
tions of the Yang-Mills equations. They have an im-
portant contribution to the path-integral in the quan-
tization of the Yang-Mills fields. The general relativ-
istic instantons are also expected to play a similar
role in the path-integral approach to quantum grav-
ity. Weierstrass’ general local solution of minimal
surfaces yields to a general instanton metric and
Nutku’s helicoid metric is a special case which cor-
responds to the helicoid minimal surface of this gen-
eral metric. Dirac and Laplace equations can be
solved in terms of Mathieu functions in the four di-
mensional case. If a time coordinate is added trivi-
ally to the metric, the solutions become double con-
fluent Heun functions which are known to arise in
higher dimensional solutions in the literature. One
can trade the irregular singularity at zero by two
regular singularities at plus and minus one by a
transformation, to reach at the same singularity
structure of the Mathieu equation and give the solu-
tions in this form. But the main difference between
the two cases is that, although both the radial and
the angular parts can be written in terms of Mathieu
functions, the constants are different, modified by
the presence of the new term coming from the time-
dependence, which makes the summation of these
functions to form the propagator quite difficult. In
four dimensions one can use the summation formula
for the product of four Mathieu functions -two of
them for the angular and the other two for the radial
part- summing them to give us a Bessel type expres-
sion.

Nutku helicoid solution has a curvature singularity
at the origin. Therefore, in order to have a precise
result we tried to apply the Atiyah-Patodi-Singer
spectral boundary conditions which was necessi-
tated by the dimension of the spacetime. One is free
to choose the local boundary conditions in even di-
mensions. However, we applied the same type of

boundary conditions to conserve ]/5 and charge

conjugation symmetries of the Dirac operator in the
four dimensional case. The application of the spec-

tral boundary conditions involves the solution of the
so called the little Dirac equation, the Dirac equa-
tion written on the boundary of the manifold. The
analytical solutions of the little Dirac equation could
not be obtained. The singularity structure of the little
Dirac equation can reveal why we could not obtain
an analytical solution. The singularity analysis
shows that the equation has irregular singularities
at zero and infinity and a regular singularity at mi-
nus one. We see that this equation has one more sin-
gularity than the Heun functions, thus, our solution
is not one of the better known solutions in the litera-
ture, which are included in the computer packages
like Maple or cited in the comprehensive books such
as Ince’s.

The computer programs are involved intensively in
the derivation and analysis of the equations. New-
man-Penrose (NP) formalism is a strong technique
for investigating the physical properties of the exact
solutions of Einstein’s field equations. Goldblatt has
developed NP formalism for gravitational in-
stantons. In the gravitational instanton case, the
gravitational field decomposes into its self-dual and
anti-self-dual parts and this decomposition is natu-
ral in the spinor approach which necessitates two
independent spin frames for the spinor structure of
4-dimensional Riemann manifolds with Euclidean
signature. A Maple package using the Goldblatt’s
Newman-Penrose formalism for instanton spaces is
developed for the analytical computations needed in
the work. The package also supplies a complete
Newman-Penrose calculator for instanton metrics.
Although the numerical methods are still important
for the analytically non-solvable systems such as N-
body dynamics, analytical methods are getting more
and more crucial in the applicable cases as the ca-
pacity of the computer systems and the symbolic
manipulation packages increase.

1t is a strong estimate that we will encounter higher
equations -in the sense of the singularity structure-
than the hypergeometric equations gradually more
in the literature, as the phenomena in higher dimen-
sions or in different geometries are studied. Having
different confluent types and special cases which
reduce to less singular equations, Heun'’s equation
has a special importance to bring together the
known literature with the physics of the future.

Keywords: Wave equations, Atiyah-Patodi-Singer
boundary conditions, Heun functions, symbolic
computation.
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Giris

Weierstarss’in genel "yerel en-kii¢iik ylizeyler"
¢ozlimii, genel bir instanton metrigi verir. Nutku
helikoit metrigi de bu genel metrigin helikoit
en-kii¢iik yiizeyine karsilik gelen 6zel bir duru-
mudur (Nutku, 1996; Aliev vd., 1999). Dirac ve
Laplace denklemleri dort boyutlu durumda
Mathieu fonksiyonlari cinsinden ¢oziilebilir. Bir
zaman koordinati metrige dogrudan eklenirse
cOziimler, literatiirde yiiksek boyutlu ¢oziimler-
de karsilasilan ¢ift konfluent Heun fonksiyonlari
olurlar (Heun, 1889; Ronveaux, 1995). Bir do-
niisiim yardimiyla Mathieu denkleminin tekillik
yapist elde edilir (Birkandan ve Hortagsu,
2007). Bes boyutlu durum, bu doniisiim saye-
sinde Mathieu fonksiyonlari cinsinden ifade edi-
lebilir. Zaman koordinatindan gelen ek terimle
birlikte, radyal ve acisal kisimlar degisik sabitler
icerdiginden, dort boyutlu durumdaki gibi bir
ilerletici yazmak i¢in bu fonksiyonlarin toplan-
mast olduk¢a zorlagir. Makalenin ilk boliimle-
rinde, metrigin taniminin ardindan dalga denk-
lemleri incelenecektir.

Metrigin orijinde bir egrilik tekilligine sahip
olmasi, uygun sinir kosullarmin kullanimin
onemli kilar. Tek sayili boyutlarda, Atiyah,
Patodi ve Singer tarafindan tanimlanmig olan
yerel olmayan spektral sinir kosullari, topolojik
engeller sebebiyle zorunludur (Atiyah vd., 1975;
Atiyah vd., 1976; Atiyah vd., 1980). Cift sayil
boyutlarda Neumann, Dirichlet veya Robin gibi
yerel sinir kosullar1 kullanilabilse de, Dirac ope-

5

ratoriiniin 7 ve yiik eslenigi simetrilerinin ko-
runmasi isteniyorsa yerel olmayan spektral sinir
kosullar1 kullanilmalidir (Hortagsu vd., 1980;
Hortagsu, 1983). Bu problemde smir kosullari
uygulanirken Atiyah-Patodi-Singer formalizmi
kullanilmistir (Birkandan ve Hortagsu, 2007).
Makalenin ikinci bolimii, sinir sartlarinin uygu-
lanmasina ve sinirdaki Dirac denkleminin tekil-
lik analizine ayrilmstir.

Bilgisayar, denklemlerin ¢ikarilmasi ve analizle-
rinde yogun olarak kullanilmigtir. Goldblatt’in
instanton uzaylar1 i¢in gelistirdigi Newman-
Penrose formalizmini kullanan bir Maple paketi,
calismadaki analitik hesaplar1 yapmak icin ge-
ligtirilmistir (Newman ve Penrose, 1962;

11

Goldblatt, 1994; Aliev ve Nutku, 1999). Paket
ayrica instanton metrikleri igin tam bir
Newman-Penrose hesaplayicist olarak kullani-
labilir. Bu paketin kisa bir tanitimi makalenin
tiglincii boliimiinii olusturmaktadir.

Metrik

Dalga denklemlerinin ¢oziilecegi metrik, Nutku
helikoit metrigine bir zaman boyutu eklenerek
olusturulmustur (Nutku, 1996; Aliev vd., 1999;
Birkandan ve Hortagsu, 2007):

;Z[dr2 +(r*+a*)do* +
./1+j—2

2 2
- L _sin20dydz + (1 +% cos’ 0
r r

2
ds=—di* + [1 + j—zsinz adez

jdzz] (1)

Ricci skaleri sifir olan bu metrik i¢in Einstein
denklemleri olusturuldugunda, tiim bilesenlerin
sifir oldugu goriiliir. Bu da alinan metrigin dort
boyutlu halinde oldugu gibi, bes boyutta bir
bosluk c¢oziimiine karsilik geldigini gosterir.
a =0 durumu diiz uzay durumudur.

Metrige r =asinhx donilisimii yapilirsa elde
edilen metrik,

2
ds? = —df* + %sinh 2x(dx* +d6°)

+ [(sinh® x +sin” )dy’

2

sinh 2x
—sin 20dydz + (sinh® x + cos” 0)dz’]

olur. Bu metrigin dort boyutlu hali (zamandan
bagimsiz durum) i¢in Dirac denklemleri 6zel
fonksiyonlar kullanilmadan, Sucu ve Unal
(2004) ve Villalba (2005) tarafindan incelenmistir.

Dort boyutlu metrik icin dyad,

= DI 0,0 ©
m" = ; (0,0, cosh(x—i6),
vsinh 2x 4)

isinh(x —i0))
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durumda metrik,
Newman-Penrose

olarak  secilebilir. Bu
Goldblatt’in  gelistirdigi
formalizmi kullanilarak,
ds’* =1®1 +1 QI+m@m+m®m (5)
seklinde yazilmaktadir (Goldblatt, 1994; Aliev
ve Nutku, 1999).

Dirac operatorii
Kiitleli spinér i¢in egri uzay Dirac denklemi, M
spinor kiitlesi olmak iizere,

iy"V y =My (6)
olarak yazilir. Burada kovaryant tiirev,
vV,=0,-T (7)

ile verilmigtir. I, spin baglantisidir. Dirac mat-

risleri baz vektorleri cinsinden tanimlanabilir:

0 0 s m#
oz O 0 T (8)
74 -m” 0 0
m* 1 0 0
Spin baglantisi,
1,
F# = Zy;yyv ©)

olarak verilir.

Zamandan bagimsiz metrik icin inceleme
Denklem 2’deki metrikten zaman koordinati ¢i-
karilirsa orijinal Nutku helikoit metrigi elde edi-
lir. Denklem 6 kullanilarak Dirac denklemleri
olusturulabilir:

V2

a~/sinh 2x

+a[cos(0 +ix)0, +sin(0 +ix)0. ¥,

_ Ma~/sinh 2x
J2

(0, +i0,)%,

(10)
¥ =0

12

NG

a~/sinh 2x

—a[cos(6—ix)0, +sin(6 —ix)0_ ]V,

3 Ma~/sinh 2x
V2

{(ax - iae)lP4

(11)
¥,}1=0

NG

a~/sinh 2x

—a[cos(0 +ix)0,, +sin(6 +ix)0.]V¥,

3 Ma~/sinh 2x
NG

{(0, —i0, +coth2x)'P,

(12)
¥.1=0

V2

a~/sinh 2x

+a[cos(0—ix)0, +sin(0 —ix)0, ¥,

_ Mav sinh 2x
V2

Kiitlesiz durumda {¥','¥, } ve {¥,,V, } ciftle-

ri birbirinden ayrilir. Metrikte y ve z bagimlilig
bulunmadigindan ¢6ziim su sekilde aranabilir:

(0, +i0, +coth 2x)¥,

(13)
¥, =0

Y =

=Y (x,0) (14)

Ozdegerler igin k,=kcosg,k. =ksing doni-

stimil yapilirsa ve

 _sinhlx—i(@-$)1,

15
: ~sinh 2x : (15)
v, - sinh[x+i(0—¢)] v, (16)

«/sinh 2x

alinirsa denklemler basitlesir. Bulunan denklem-
lerin ¢ozlimleri Mathieu fonksiyonlari cinsinden
verilebilir:

__ik(zsing+ycosg) Sinh[x - l(e B ¢)]
=e X
Jsinh 2x

\Pl

27,2

272
{ Se(nl,—%,—ix) + So(nl,—%,—ix)} (17)
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271.2 212
X[Se(nl,—%,6’+¢)+So(nl,—%,éhr¢)}}

_ pik(zsing+ycosg) sinh[x +i(6 - ¢)] y

¥
? v/sinh 2x
2712 2712
{[Se(nz,—i,—ix)+So(nz,—%,—ix)} (18)
x {Se(nz,— a’k’ 0 +¢)+ So(n,,— "24"2 .0+ ¢)}}
\P3 — eik(zsin¢+ycos¢) X{
azkz . 272 . (]9)
Se(n,,———,—ix) + So(n;,———,—ix)
2712 2712
x |:Se(n3,— k9 v )+ Son, - o4 ¢)}}
\P4 — eik(zsin¢+ycos¢) %
272 272 (20)
{ Se(n4,—ﬂ,—ix)+So(n4,—ﬂ,—ix)
4 4
272 2712
x {Se(nw— LS S So(n4,—%,0 + ¢)}}

coziim kiimesi elde edilir (Birkandan ve

Hortagsu, 2007).

Zamana bagh metrik icin inceleme
Kiitlesiz Dirac denklemleri su halde bulunurlar:

i{
a~/sinh 2x

+alcos(0 +ix)d , +sin(0 +ix)0. ¥,

(0, +i0,)%,

.a~/sinh 2 x (1)

+1 Tat‘l’ 1} =0
V2
— {0, -id,)¥
axsinh2x o
—a[cos(0 —ix)0 , +sin(0 —ix)0_ ]V,
- (22)

i a\/smzh 2x oW, =0

5

{(0, —i0, +coth2x)¥,

a~/sinh 2x

—a[cos(6 +ix)0, +sin(6 +ix)0_]¥,

Jsi (23)
Ll szh 2 oW, =0
ﬁ {(8x + 189 + coth 2)&?)\}]2
+alcos(6 —ix)0, +sin(6 —ix)0, |V,

Jsi (24)
St Sj/nzh 25w =0
(Cozlim, dort boyutlu durumda oldugu gibi
Y, =Y (x,0) (25)

seklinde aranabilir. i1k iki denklemden ¥, ve
Y,, ¥, ve ¥, cinsinden ¢oziilirse ve diger
denklemlerde kullanilirsa sadece W, ve ‘¥,
bagimlilig1 bulunan iki denklem elde edilir.

272

a ; {cos[2(9 + @)]—cosh 2x}

{axx + 6919 +
(26)

272

+2 zk, sinh 2x}W, , = 0

Degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilabilir:

Y, (x,0)=R,,(x)S;,(0) 27)

Agisal denklemlerin ¢éziimleri dort boyutlu
durumdaki gibi,

2712
S3 4(6) = Se|:l’l34’—ﬂ,arccos( M)}
’ ’ 4 2
272
+So{”3,4a—%,arccos( HLZ(Q—'—@)} (28)

cikar. Radyal denklem ise su duruma gelir:

272

{0, — a’k cosh 2x

(29)

272
+a2’ sinh2x—n, 4R, , =0
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Bu denklemin ¢6ziimii ¢ift konfluent Heun
fonksiyonlari cinsinden bulunur:

21.2 21.2
R, (x)=H, {O,%+ n3,4,a2kt2,ﬂ—n3‘4,tanhx}
+H, [aynz parametreler}
—d
< X (30)

H D[aym pammez‘reler]2

Radyal denklem, birka¢ doniisiimle Mathieu
denklemi halinde de yazilabilir. Su tanimlar ya-
pilirsa:

a’k’
A=—"r 31
5 €1y
B=-n,, (32)
a’k’
C=-— 33
5 33)
ve su doniisiim yapilirsa:
z=e™ (34)

Diferansiyel operatoriin su hale geldigi goriiliir:

O0=4z"0_+4z0.+Az+B+C 1 (35)
z
Burada 4 = <=4 ve ¢ =S gir. Eger

-

—Uu=2z, 36
N y (36)
alinirsa ve
w= 1 (u+ l) (37)

2 u
doniisiimii yapilip E =+ A'C" alinirsa,
O=w-10,,+wo, +§w+§ (38)
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operatoriine ulasilir. Bu denklemin ¢6ziimleri
Mathieu fonksiyonlar1 cinsinden verilebilir:

R(w) = Se(—B, E,arccos, / W; 1)
+So(-B, E,arccos, / w; ! )

Burada dort boyutlu uzaydakinden daha farkli
bir durumla karsilasilir. Acisal ve radyal kisim-
lar Mathieu fonksiyonlar1 cinsinden yazilabil-
misse de bu iki ¢6zlim i¢in sabitler farkli olmak-
tadir (Birkandan ve Hortagsu, 2007). Radyal ki-

azkf

2

(39)

simdaki sabiti acisal kisimda yoktur. Bu da
fonksiyonlarin toplanmasini zorlagtiracagindan
propagator yazmayi oldukca zorlastirir. Dort
boyutta sabitler ayni oldugundan toplami yap-
mak kolaydir ve Bessel tiirii ifadeler bulunur
(Aliev vd., 1999).

Skaler operator
Skaler operator,

H®={0,, +0,,+a* sinh’ 2x(0,, +0..)
+a’(cos @0, +sin )’

(40)
—a’ sinh x cosh x8, } @

olarak bulunur. Ag¢isal kisma su sekilde bir ta-
nim yapalim:

K =0,y —a’(cos @, +sin 60,)’ (41)
ve K@ = A®D olsun. Ayrica,

0,0 =k®,0,®=kd,0.0=kd (43)
Ve

@ =" R(0)S(0) (44)

olarak alinabilir. k =kcos¢, k. =ksing tani-
m1 yapildiginda, agisal denklem,

d*S
dg’

+(A—a’k*cos’0)S =0 (45)
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olarak yazilir. Burada 0=0-¢ ve S, bu yeni
parametreye bagli olan fonksiyondur. Cozlim,

272 272
$(0)= S 1 2,45 g y)
2 4
272 272

+C, o “Zk 9K g (46)
olarak bulunur. Radyal denklem ise,

2

—+a’ (sinh x cosh xk;

g (47)

K sinh® x— )R =0
a

seklinde yazilabilir. Bu denklemin bu haliyle
¢oziimli Dirac denkleminde oldugu gibi cift
konfluent Heun fonksiyonlar1 cinsinden bulu-
nur. Dort boyuttakine benzer doniisiimler yapil-
diginda bu denklemin de Mathieu denklemine
doniistiigli goriiliir. Sonugta,

R(z)= C,Se(-B , E,arccos, / 222+ 2)

+C,So(~B, E,arccos /222”) (48)
olarak bulunur. Burada,

A= azkf,B =-1,C=-d’k?,

A =A/4B =B-<,C =Cl4, (49)

A =—4+C,C'=4+C,E=JAC
olarak tanimlanmustir.

Atiyah-Patodi-Singer sinir kosullari

Tek sayili boyutlarda, Atiyah, Patodi ve Singer
tarafindan tanimlanmis olan yerel olmayan
spektral sinir kosullari, topolojik engeller sebe-
biyle zorunludur (Atiyah vd., 1975; Atiyah vd.,
1976; Atiyah vd., 1980). Cift sayili boyutlarda
Neumann, Dirichlet veya Robin gibi yerel sinir
kosullar1 kullanilabilse de, Dirac operatoriiniin

5
7" ve yiik eslenigi simetrilerinin korunmast is-
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teniyorsa yerel olmayan spektral simir kosullar
kullanilmalidir (Hortagsu vd., 1980; Hortagsu,
1983).

Bes boyutfa ¢oziimler
Metrige "Oklitsel zaman koordinati" su sekilde
eklenebilir:

ds’ =dt’ +ds; (50)

Besinci boyutun zaman olarak isleme katilmasi
nedensellikle ilgili sorunlar dogurur (Abrisokov,
2006). Yerel olmayan smir sartlarin1 kullandigi-
mizda bu sartlar tim zamanlar icin gegerli olur.
Abrikosov, nedenselligi bozmayan yeni bir yon-
tem gelistirmistir fakat elimizdeki sinirdaki
Dirac denklemi ii¢ spindr bileseni cinsinden ol-
dugundan uygulanamaz (Abrisokov, 2006;
Abrikosov ve Wipf, 2007). Bu yiizden dort ve
bes boyutta metrik Oklitsel olarak almarak is-
lem yapilacaktir.

Sistem Ly =Ay formunda yazarak ¢6ziim
aranacaktir. Denklemler,

V2

——{(0,+i0,)¥, +
a~/sinh 2x (0, +10,)%,s
alcos(6+ix)0,, +sin(6+ix)o_ ]V, (51)
-2 S\l/n—zhzx oY} =AY,
V2
—{(0,—i0,)¥Y
a~/sinh 2x o 2
—a[cos(0—ix)0, +sin(0 —ix)0, 'V, (52)
V2
—{(0, —i0, +coth2x)¥
a\/m {( X 4 ) 1
—afcos(0+ix)0, +sin(0 +ix)0. ]Y, (53)

i oY} =AY,

N a~/sinh 2
J2
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2

a~/sinh 2x

+a[cos(0 —ix)0, +sin(6 —ix)0_ ¥,

a~/sinh 2x

+—
2

{(8, +i0, +coth 2x)W,
(54)

0¥, =AY,

seklindedir. Coziime ulagsmak i¢in degiskenlerin
ayrilmas1 yontemi kullanilacaktir. Coziim su se-
kilde aranabilir:

Y =

1

ei(ktHk'verk:Z)lPi (x, 0) (55)

k, = kcos(@), k. = ksin(¢) almacaktir. coth2x
terimlerinden kurtulmak i¢in v, ==—1,,

doniisiimii yapilabilir. Bu durumda denklemler:

(0, +i0,)¥, +iak[cos(0—@+ix)]¥,

—iak, f = A% f (56)
(8, —i0,)¥, —iak[cos(0 — ¢ — ix)]¥,
—iak, f, = A% £, 67
(=0, +i0,) f, +iak[cos(6 — §+ ix)]f,
tigk W, = —A%% (58)
(=0, —i0,) f, — iak[cos(0 — p—ix)] f,

asinh 2x (59)

+iak ¥, = —A ¥,

N

haline gelir.

Denklemlerden f,, ¢ekilerek diger denklemler-

de kullanildiginda ikinci derece ama tek bilese-
ne bagl denklemler elde edilir.

a_,
(0, +0,y+ 7[k (—cos[2(6— ¢)]—cosh 2x) (60)

—~(k? + A*)sinh 2x)¥,, =0
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Bu denklem V;, = R(x)S(6—¢) ¢dzim Oneri-

siyle iki adi diferansiyel denkleme indirgenebilir
ve Mathieu fonksiyonlari cinsinden ¢oziilebilir:

212
S(6) = C,5oin, "X 9_ 4]
24 2 (61)
+C2Se[n,%,9—¢]

R(x)=D,So[n, 4,i(x+b)]

(62)
+D,Se[n, A,i(x +D)]

Burada sabitlerdir

C.,C,,D,D, keyfi ve

A= %[k4 - (kt2 +A*)?]"* olarak tanimlanir. Bu

sabit R(x) i¢in yazilan denklemi ¢ift konfluent
Heun denkleminden Mathieu denklemine doniis-
tiiriirken olusmustur. b su sekilde tanimlanmustir:

K-k -NA°
K +k+A°

-2b
e —

(63)

Bu sekilde, Dirac denkleminin alt bilesenlerinin
sifirda diizenli yapida olan fonksiyonlarla ifade
edilebildigi goriilmiistiir. Ayn1 durum iist bile-
senler icin dogru degildir. Bunlar, buldugumuz
alt bilesenlerin ¢oziimlerinin tiirevleri ve bunlari
bolen, sifirda iraksayan bir fonksiyon oldugu
halde bulunurlar. Hiperbolik siniis olarak acila-
bilen "Tek Mathieu fonksiyonlar" kullanilsa
bile tlirevleri hiperbolik kosiniis fonksiyonlari
olacaktir. Bilesenleri elde etmek igin sonug

\sinh2x ile bollinmelidir ve bu da sifirda 1rak-
samay1 engellenemez duruma getirir. Bununla
birlikte, bu ¢oziimler i¢in sifir etrafinda bir son-
lu skaler ¢carpim tanimlanabilir:

f YW Jgdr (i=1.4) (64)
Burada dr bes boyutlu uzayin hacim elemani-
dir. Tekrarlanan indisler {izerinden toplam yok-

tur. \/g metrigin determinantinin karekokiidiir

ve invaryant bir hacim elemani i¢in gereklidir.
x sonsuza giderken ¢oziimler normalize degil-
dir. Bununla beraber metrigin sifirda egrilik te-
killigi vardir. Integrasyonu 0 < x < F araliginda
yapmak sorunu ¢ozer. Burada F fonksiyonun
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iraksamaya basladig1 noktadir. Bu durum uzaya
bir sinir koymak anlamina gelmektedir. Bu
denklemler ¢oéziimler iizerine bir sinir kosulu
uygulanmadik¢a anlamli degildir ve sistem tek
sayili boyutta oldugundan bu kosullar spektral
sinir kosullaridir (Atiyah vd., 1975; Atiyah vd.,
1976; Atiyah vd., 1980; Hortagsu vd., 1980;
Hortagsu, 1983).

Kiigiik Dirac denklemi, Dirac denkleminin si-
nirdaki degerine karsilik gelmektedir. Burada x

sabit bir deger (x,) alir. Onceki déniisiimle

coth 2x ’li terimlerden kurtulduktan sonra denk-
lemler yazilirsa:

2

— «{1'867‘{’3 +ikacos(60—¢+ix,)¥,

. (65)
’“f fy=2f,
ﬁ{—iﬁg‘h —iak cos(0 — ¢ —ix,) ¥,
(66)
’j’i Sl =A%,
iz%ﬁ%ﬁ—mkamw—¢+mﬂﬂ
(67)
lj% ¥, =AY,
ﬁ{iaefz +iak cos(0—¢—ix,) f,
a (68)
N iak, V=AY,

2
bulunur. Burada A kii¢iik Dirac denkleminin

Ozdegeridir.

Coziimler x, m iki sabit degeriyle belirlenmis si-

nirda kiiciik Dirac denkleminin arti ve eksi A
Ozdegerleri iizerinden acilabilir. Alt bilesenler i¢in

\Pg\,4 (0,x,) = Z h,(©,x,) (69)

yazilabilir. Burada k .k k.
maktadir. Sinirda,

sabit degerler al-
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\PQA (0,x) |op= Z h,(0,x,)

A>0

(70)

yazilabilir. Siir lizerinde negatif 4 6zvektorleri
sifira egitlenir. Sonraki agsamada ¥, ,, ¥, cin-

sinden su denklemler kullanilarak bulunabilir:

{(0, +i0,)Y, +iak[cos(8 + ix)cos(¢)

+sin(0 + ix)sin(@)¥, —iak, £} = A= f 1)
4 tJ1 \/5 1
{(0,—i0,)¥, —iak[cos(8 - lx)cos(¢)
: (72)
+sin(@ —ix)sin(P) VY, —iak, f,} = A — \/7 fy

Denklemler yazildiktan sonra, smnirda x deger-
leri x,’a esitlenir. x =x, durumunda diger te-

rimler gibi x tiirevi de bu noktada hesaplanir.
V', , i¢in dzfonksiyonlari cinsinden verilen agi-

lim kullanilabilir;

Y1, (0,x) = Z h,5.(0,x,) (73)
A

Burada toplam tim A degerleri iizerindendir.
Sinir lizerinde f,, nin ¥,, cinsinden sabitlen-

mesi i¢in agilimin A4 <0 kismi kullanilir:

W3(0,%) =D 5, (x,,0) (74)

A<0

Bu sinir kosullar1 yerel olmamakla birlikte tek
say1l1 boyutlu Oklitsel uzaylarda tutarl tek se-
¢im olduklar1 Atiyah-Patodi-Singer tarafindan
gosterilmistir (Atiyah vd., 1975; Atiyah vd.,
1976; Atiyah vd., 1980; Birkandan ve Hortagsu
2007).

Dort boyutta ¢coziimler
Dort boyutlu durum, £, ’nin sifira esit oldugu

durumla verilebilir. sistemi Ly = Ay seklinde
yazabiliriz. Coziimler su sekilde elde edilir:

2712
5(0)=C,Seln, .0~ )
Zkz (75)

a

+C2S0[naT> 0- ¢]
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R(x) = D,Se[n,B,i(x+b)]

. (76)

+D,So[n, B,i(x+b)]
Burada C,,C,,D,D, keyfi sabitlerdir ve
B:—“"‘tz‘A4 olarak wverilir. b degeri, denklem

1.192°da k, =0 kullanilmasiyla bulunur. Ay-
rilma  sabiti agisal Mathieu denklemi
S(®)’nin periyodik ¢oziimlerinin olabilmesi
icin ayrik degerler almalidir.

n’

R(x) denklemi tablolarda Mathieu tipi denklem
olarak goriilmez; bu duruma getirmek i¢in on-
ceki bolimde agiklanan doniistimler yapilmali-
dir. Sifir noktasinda alt bilesenler sonluyken iist
bilesenlerin 1raksadig1 goriiliir. Sonsuzda iki tiir
bilesen de 1raksaktir.

Metrigin sifirda egrilik tekillikleri vardir, bu da
cozlimlerin 0 < x < F araliginda kalmasi gerek-
tigi kosulunu getirir. Burada F fonksiyonun
iraksamaya basladigi noktadir.

Smir kosullarin1 uygulamak i¢in kiiciik Dirac
denklemi yazilir. Smirda x, x, degerini alr.

Denklemler su formda yazilabilir:
V2
a

NG

—{—i0,¥, —ikacos(0 —p—ix,)¥,} = Af, (78)
a

{i0,¥, +ikacos(0— p+ix,)¥,} = Af,  (77)

NG

—{~i0,f, —itkacos(0 - ¢ +ix,) f,} =AY, (79)
a

ﬂ{iagfz +ikacos(0—¢—ix)) f,} =AY, (80)
a

Burada 4  kiigik Dirac  denkleminin

Ozdegeridir.

Coziimler x,’1n iki sabit degeriyle belirlenmis

sinirda kii¢iik Dirac denkleminin art1 ve eksi A
Ozdegerleri tlizerinden agilabilir. Alt bilesenler
igin
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\Il;\(®ﬁx0)=zgi,ﬂ,(®ix0) (81)

k,,k. degerleri sabittir. Sinirda negatif degerli

Ozvektorler sifira esitlenir:

\{1;\’4 (©,x) | 5= z 8134 (©,x))

A>0

(82)

Diger bilesenler f,, ¥, cinsinden su denk-
lemler kullanilarak bulunabilir:

\/5{(8,( +i0,)Y;

a (83)
+a[cos(@—g+ix)|¥V,} =11,

V2 .

10, -i0,)¥, (84)

—a[cos(@—¢—ix)|¥,}=Af1,

Smirda x degerleri x;’a esitlenir. ¥, igin

ozfonksiyonlari cinsinden verilen agilim kulla-
nilabilir:

¥14(0,%) = 2,:4(0,x) (85)
A

Burada toplam tim A degerleri iizerindendir.
Sinir tizerinde f,,’nin W,, cinsinden sabitlen-

mesi i¢in agitlimin A <0 kismi kullanilir:

\Pg\A (0,x)|5= Z 815.4(%,0)

A<0

(86)

Bunlar yerel olmamakla birlikte kendine esle-
niklige uyumlu, »° and yiik eslenikligi simetri-
sini koruyan smir sartlaridir (Birkandan ve
Hortagsu, 2007).

Kiiciik Dirac denkleminin tekillik analizi

A =0"da kii¢ciik Dirac denkleminden 6rnek ola-
rak f, bileseni i¢in ¢Ozlim aranirsa ¢dziilmesi
gereken denklem,

d* ~ d
—d—ézfz—tan(aﬁfz

(ak)’

+422 [c05(26) cosh(2x,) (87)

—isin(2@)sinh(2x,) + cosh(2x,)]f, = 0
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olarak bulunur (© = 8 — ¢ —ix,).

u=e

(88)

doniisiimii yapilabilir. Bu déniisiim yardimiyla
tekillik durumu daha 1iyi incelenebilir.

Bu durumda denklem,

2

d
{4(u +Dulu p

d
+—]-2i -1)—
u? du] iu(u )du

+%(u +1)[ue?™ (89)

le“" +cosh(2x,)]} f, =0
u

+

haline gelir. Bu denklemin u# =0 ve sonsuzda
diizensiz, u =—1’de ise diizenli tekillikleri var-
dir ve bu durumuyla Heun denklemi veya onun
konfluent durumlarindan daha yiiksek mertebe-
de bir tekillik yapisina sahiptir.

Bilgisayar programi

Analitik islemler i¢cin GRTensor paketi kullani-
larak Maple altinda bir bilgisayar programi ge-
listirilmigtir. Program, Oklitsel metriklerde
Newman-Penrose formalizmi kullanarak hesap
yapmaktadir (Newman ve Penrose, 1962;
Goldblatt, 1994; Aliev ve Nutku, 1999).
GRTensor paketinin yaninda, Maple 11 ile bir-
likte gelen diferansiyel hesap paketi de diferan-
siyel form hesab1 kisminda kullanilmistir. Prog-
ram, iizerinde calistig1 bilgisayarin bellek 6zel-
liklerini daha verimli kullanabilmek i¢in, bellek
temizleme frekansina ulasarak Maple ¢ekirdegi-
ne etki eder duruma getirilmis ve bu sekilde hiz-
lanma saglanmistir. Program c¢iktilari, Dirac y

matrisleri, Ricci donme katsayilari, baglanti 1-
form’lar, spin baglantilari, Dirac denklemleri,
skaler denklem, kaynaksiz Maxwell denklemle-
ri, Weyl skalerleri, izsiz Ricci skalerleri, baz 2-
form’lar, egrilik 2-form’lar, topolojik sayilar
(Euler sayis1 ve Hirzebruch imzasi i¢in gereken
integrallerin igleri hesaplanmaktadir) ve Petrov
siift olarak verilebilir.

Sonuclar
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Nutku helikoit ¢6ziimii fonunda yazilan Dirac
denklemlerinin ¢éztimleri Mathieu fonksiyonlari
cinsinden verilebilir (Sucu ve Unal, 2004;
Villalba, 2005, Birkandan ve Hortagsu, 2007).
Olas1 daha ytiksek bir yap1 elde edebilmek icin
bir zaman boyutu metrige dogrudan eklenmistir.
Bu durumda dalga denklemleri ¢ift konfluent
Heun denklemi halindedir ve bir doniisiim yar-
dimiyla Mathieu denklemine dontisebilirler.
Agisal ve radyal kisimlar ayni tiir fonksiyonlar
cinsinden yazilabiliyorsa da zaman koordinatin-
dan gelen terimin katkisi sabitleri degistirir. Bu
da bir ilerletici yazmay1 zorlastirir (Birkandan
ve Hortagsu, 2007).

Nutku helkoit ¢6ziimi, orijinde bir egrilik tekil-
ligine sahiptir. Bu da uygun smir kosullarinin
kullannmin1 6nemli kilar. Uzay-zamanin boyut
say1s1 Atiyah-Patodi-Singer spektral sinir kosul-
larinin kullanimin1 zorunlu hale getirir (Atiyah
vd., 1975; Birkandan ve Hortagsu, 2007). Spekt-
ral siir kosullar1 uygulanirken manifoldun sini-
rindaki Dirac denkleminin ¢6ziimleri de kullani-
lir. Bu ¢alismada bu denklemin analitik ¢6ziim-
leri bulunamamistir. Tekillik analizi yapildigin-
da bu denklemin tekil nokta sayisinin Heun
denklemlerinden bir fazla oldugu goriilmiistiir
(Ronveaux, 1995).

Denklemlerin olusturulmalar ve ¢oziilmelerinde
bilgisayar programlar1 yogun olarak kullanil-
mistir. Newman-Penrose formalizmini kullanan
bir Maple paketi, ¢alismadaki analitik hesaplari
yapmak icin gelistirilmistir. Bu paket ayrica
instanton metrikleri i¢in bir Newman-Penrose
hesaplayicisi olarak kullanilabilir (Newman ve
Penrose, 1962; Goldblatt, 1994; Aliev ve Nutku,
1999).
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