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Ozet

Bu makalede icerik-temelli aglar iizerinde, agin topolojik ozelliklerini belirlemek igin, ortalama-
alan yaklasimlariyla yapilan analitik hesaplarin giivenilirligi tartisilacaktir. Icerik-temelli aglart,
“tanima ve baglanma” mekanizmalarinin belirleyici oldugu kontrol ¢izgelerinin topolojik ozellikle-
rini tasvir etmek i¢in onermistik. Bircok karmagsik ag yapisinin bu tiir enformasyon paylasimina da-
yali bir prensibe gore insa edildigini séyleyebiliriz. Ornegin gen ifadesinin diizenlemesinde, anah-
tar/kilit olarak niteleyebilecegimiz elemanlarin ozellesmis etkilesimleri soz konusudur. Bu sebeple
modelimizin biyolojik ¢izgeler de dahil olmak iizere, bir¢ok gercek ag yapisimin tasviri i¢in uygun
oldugunu diistiniiyoruz. Icerik-temelli agimizda, agin diigiimlerini bir ya da birden fazla rastgele
dizi ile eslestirip, diigiimler arasindaki etkilegsimleri onlara atanan dizilerin birbirleri i¢inde tekrar-
lanma kosulu altinda insa ediyoruz. Boylece, bu dizilerin uzunluklar: ve icerikleri, ortaya ¢ikacak
olan ¢izgenin tiim topolojik ozelliklerini belirlemektedir. Diigiim ¢iftleri arasindaki baglanma olasi-
Liklarimin hesabinda yapilan ortalama-alan yaklagimlarinin ise, dizilerin uzunluk dagilimlarina
bagh olarak, varilan sonuglarda agin gercgek ozelliklerinden énemli farklilasmalara yol agabilecegi
goriiliiyor. Bu yaklasimlarda, dizilerin farkli enformasyon igerikleri ihmal edilmekte ve olasiliklar
sadece dizilerin uzunluklari cinsinden elde edilmektedir. Halbuki her sonlu dizi icin, dizinin i¢erdigi
farklt sembol sayisi ek bir enformasyon icermektedir. Burada sergilemeye ¢alisacagimiz, kabalasti-
rimig ortalama-alan tiirtinden yaklagimlarin, belli ekstrem durumlarda, tasvir etmeyi amagladiklart
agin ozelliklerinden uzak sonuglar verebilecegidir. Ancak gercek biyolojik ag yapilarinin model-
lenmesinde karsimiza ¢ikan uzunluk dagilimlarinda ortaya ¢ikan hatalar hi¢bir zaman burada ser-
gileyecegimiz orneklerde oldugu kadar biiyiik olmamus, bilakis ortalama-alan yaklasimi simiilasyon
sonuglarina olduk¢a yakin sonuglar vermistir.
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Analytical calculations on content-
based networks

Extended abstract

Content-based networks have been proposed (Bal-
can and Erzan, 2004; Mungan et al., 2005) to model
the topological properties of complex networks built
on the principle of information sharing, where the
interactions between system components assume the
simultaneous fulfillment of a series of constraints
(Mezard et al., 2002). In content-based networks,
the constraint-satisfaction problem is realized by
means of a sequence-matching rule between se-
quences associated with the nodes of a network.

In the case of transcriptional gene regulation, the
transcription factors recognize special subsequences
of DNA and bind them. This is one instance of con-
Straint-satisfaction, which can be realized with a
sequence-matching rule between two different
classes of sequences (Balcan et al., 2006). Another
example is the so called the RNA interference (Bal-
can and Erzan, 2004), where sequence-specific gene
silencing occurs at the level of post-transcriptional
gene regulation.

In our content-based networks, n linear codes are
associated with each node of the network. For n=2,
one of the sequences associated with the node repre-
sents the key-sequence through which the node rec-
ognizes other nodes, whereas the second sequence
represents the lock-sequence through which the
same node is recognized. An interaction between a
pair of nodes is established if the key-sequence as-
sociated with the first node is repeated as an unin-
terrupted subsequence in the lock-sequence associ-
ated with the second node. Thus, the length distribu-
tions of these sequences are the most important pa-
rameters determining the topological properties of
the content-based networks.

In this article we will discuss the validity of analyti-
cal calculations performed on the topological prop-
erties of content-based networks in the mean-field
approximation (Balcan and Erzan, 2007), by means
of two examples. In this mean field approach (Mun-
gan et al., 2005) the pair-wise connectivity prob-
abilities are only functions of the respective lengths
of the sequences which must satisfy an inclusion re-
quirement, and of the size t of the alphabet from
which the symbols are drawn. This approximation
ignores the correlations between the overlapping

subsequences within a sequence. Moreover the fluc-
tuations in the information content of finite se-
quences are neglected. In Balcan and Erzan (2007),
the correlations between the edges co-incident on
the same node were also ignored.

In the first example, the key- sequences of unit
length (thus, they consist of single letters) are
searched in lock-sequences of an arbitrary fixed
length. Via this simple example it is possible to show
that the probability that lock-sequences will be rec-
ognized by a key-sequence depends not only on the
length of the lock-sequence but also on the number
of distinct subsequences embedded in it. At this point
the coarse grained approximation neglecting the
fluctuations in the information content of the finite
lock sequences about their mean information con-
tent, misses the behavior of the in-degree distribu-
tion. This error is in fact identical to neglecting the
correlations between edges incident upon a given
node.

In the second example, the lengths of the key se-
quences are fixed at an arbitrary value 1, and the
lock-sequences are chosen to be of length k=l+1,
one character longer than the key-sequences. In this
example, it is clear that the correlations between the
two subsequences of length 1 cannot be neglected. It
has already been shown (Guibas and Odlyzko, 1981;
Mungan et al., 2005; Mungan, 2007, Bilge et al.,
2004) that the connection probability of a key-
sequence depends on the “shift-match number”
which measures the auto-correlations within a se-
quence, in other words, the degree to which succes-
sive subsequences are correlated with each other.
We show here by an explicit and rather transparent
calculation that, neglecting this correlation yields
out- and in-degree distributions that are totally in
error.

The mean-field approximations used in the calcula-
tion of the topological properties of the double-
string model (Balcan and Erzan, 2007) yield results
that are in good agreement with the simulations,
since i) the lengths k of the lock sequences far ex-
ceed 1, ii) the number of distinct substrings con-
tained in any given lock string is large (k-1 >> 1)
and iii) the fine structure of the topological proper-
ties are determined by the fact that there is a dis-
ribution of lock- and key-string lengths.

Keywords: Complex networks, content-based net-
works, mean-field approach.
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Giris

Icerik-temelli aglar (Balcan ve Erzan, 2004;
Mungan vd., 2005; Balcan vd., 2006) tani-
nan/tantyan veya anahtar/kilit olarak niteleyebi-
lecegimiz tlirden elemanlarin birbirleriyle etki-
lesimlerini ve bu etkilesimler sonunda ortaya
cikan aglarin topolojik 6zelliklerini tasvir etmek
amaciyla Onerilmistir. Bu tiir sistemler biyoloji-
de yaygin olarak yer almaktadir. RNA girisimi
(RNA interference) -RNAi1 (Hannon, 2002) ola-
rak isimlendirilen transkripsiyon sonrasi gen
susturulmast bunun en carpict Orneklerinden
biridir. Bir baska 6rnek gen ifadesinin ilk kont-
rol noktasi olan transkripsiyonel gen diizenle-
mesinden (Alberts vd., 2002; Wray vd., 2003)
gelmektedir. Burada transkripsiyon faktorii ola-
rak isimlendirilen proteinler DNA iizerinde re-
giilasyon (promoter) bolgesi diye bilinen 6zel
dizileri tamiyrp baglanmakta ve gen ifadesinin
diizenlenmesine katkida bulunmaktadirlar.

Bugiine dek en ayrintili bigimde c¢alisilmis ve
hakkinda en ¢ok veri bulunan Maya’nin
(Saccharomyces cerevisiae) gen dlizenleme agi-
n1 modellemek i¢in Onerdigimiz (Balcan vd.,
2006) cift-dizili icerik-temelli ag modelinde,
cizgedeki her diigiim, biri anahtar digeri kilit
vazifesi goren, ortak bir alfabeden gelisigiizel
tiretilen iki dizi ile eslestirilmektedir. Eger bir
anahtar dizi bir kilit dizinin i¢inde en az bir kere
tekrarlanirsa, anahtar dizinin eslestirildigi dii-
giimden kilit dizinin eslestirildigi diiglime dogru
bir kenar yerlestirilerek ag olusturulur. Boylece,
bu dizilerin birbirleri iginde tekrarlanma olasi-
liklar1 iki diiglim arasindaki bagin (kenarin)
olusma olasiligina karsilik gelmektedir.

Igerik-temelli model aglar iizerinde yapilacak
analitik hesaplar diigiimler arasindaki baglanma
olasiliklarinin, yani anahtar-dizilerin kilit-diziler
icinde tekrarlanma olasiliklarinin, hesabiyla bag-
lamak zorundadir. Daha 6nce yayinlanmak {ize-
re sunulan bir caligmada (Balcan ve Erzan,
2007) igerik-temelli aglarin (Balcan ve Erzan,
2004; Mungan vd., 2005; Balcan vd., 2006) to-
polojik o6zelliklerini hesaplayabilmek i¢in bir
ortalama-alan teorisi yaklagtirnrmi Onerilmigtir.
Bu yaklastirimda, dizilerin igerikleri tamamen
ithmal edilmis ve birbirleriyle Ortlisen alt-
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dizilerin bagimsiz oldugu varsayilmis olup, esit
uzunluklu tim dizilerin birbirlerine 6zdesligi
varsayilmistir; bunlarin baska diziler i¢cinde bu-
lunma olasiliklar1 ya da bagka dizileri iclerinde
bulundurma olasiliklarinin birbiriyle ayn1 oldu-
gu ve bunlarin sadece karsilagtirilan dizilerin
uzunluklarina bagl olarak ifade edilebilecegi
varsayllmistir. Buna goére uzunlugu [/ olan
rastgele se¢ilmis bir dizinin uzunlugu k olan yi-
ne gelisigiizel secilen bir dizide en az bir kere
tekrarlanma olasilig1 p(l,k),

k—1+1
1
1——
I"l j

ile ifade edilebilmektedir. Bu ifadede r, dizilerin
tiretildigi ortak alfabedeki harflerin sayisim
gostermekte olup tiim harflerin esit olasilikla
gerceklendigi varsayilmaktadir. Halbuki, baska
yazarlar (Guibas ve Odlyzko, 1981; Bilge vd.,
2004; Mungan, 2007) tarafindan gosterildigi
iizere, dizilerin bagka diziler i¢inde tekrarlanma
yada baska dizileri barindirma olasiliklari, icle-
rindeki alt-diziler arasindaki korelasyonlara
bagl olarak degisiklik gostermektedir. Yukarida
bahsi gegen c¢alismalarda, bu ortalama-alan
yaklagtinmina ek olarak, biitiin topolojik 6zel-
liklerin hesabinda, diigiim ciftlerinin baglanma
olasiliklar1 birbirlerinden bagimsiz olarak ele
alinmigtir; bir diiglimiin komsular1 arasindaki
ilintililikler (korelasyonlar) ihmal edilmistir.

p(lak)=1—( (1)

Burada iki tane, ¢ok basit fakat yol gdsterici,
kesin ¢oziilebilir 6rnek iizerinde, dizilerin ige-
riklerinden kaynaklanan, ince-yap1 olarak tabir
edilebilecek farkliliklarin ihmal edilemeyecegi
durumlar sergilenecektir. Orneklerde vurgula-
nan noktalar soyle 6zetlenebilir: i) Kilit dizilerin
sonlu uzunlukta oldugu durumda enformasyon
iceriklerinin ortalama enformasyon igeriginden
farkli olmalar1. ii) Alt-dizilerin arasindaki kore-
lasyonlarn, k-/ >> ¥ olmadigi durumda ihmal
edilemeyecegi. Burada belirtmek isteriz ki, orta-
lama-alan yaklagtirnminin igerik-temelli agin
ozelliklerini ne kadar yakindan izleyecegi anah-
tar ve kilit dizilerin uzunluk dagilimlariyla, 6zel
olarak da, kilit dizilerin uzunluklarmin anahtar
dizilere kisayla ne kadar daha biiyilik oldugu ile
belirlenmektedir.
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Sabit uzunluklu diziler

Orneklerde, sistem biiyiikliigii N olan igerik-
temelli aglar tizerinde, anahtar diziler sabit bir /
uzunlugunda, kilit diziler ise yine sabit bir &k >/
uzunlugunda tutulmustur. Dizilerin igerikleri »
tane, esit agirliklandirilmis, harf iceren ortak bir
alfabeden tiiretilmistir. Dizilerin birbirleri i¢inde
tekrarlanma olasiliklarini igeriklerine bagli ola-
rak hesaplayarak, bunlar 15181inda, agin giris- ve
cikis-derece dagilimlarini analitik olarak elde
edip sonuclarimizi bilgisayar deneyleriyle yani
simulasyonlarla karsilagtiracagiz. Giris ve ¢ikis
“dereceleri”, bir diiglime giren ve ¢ikan yone-
limli kenar sayisidir. Diigiimiin derecesi, giren
veya cikan kenarlarla o diigiime bagl olan dii-
giimlerin sayisidir. Icerik-temelli bir agda, bir
diigiimiin ¢ikig-derecesi o diiglimle eslesmis
olan anahtar-dizinin kag kilit dizi i¢inde tekrar-
landig1, girig-derecesi ise onunla eslesen kilit-
dizinin ka¢ anahtar diziyi barindirdigiyla belir-
lenir.

Birim uzunluklu anahtar diziler

Icerik-temelli modelde, her diigiimiin /=1 uzun-
lugunda bir anahtar ve gelisigiizel sabit bir &
uzunlugunda bir kilit dizi ile eslendigi bir ag
toplulugu diisiinelim (Calcott vd., 2005). Bura-
da, anahtar diziler 1 uzunluklu oldugu i¢in (yani
tek tek harflerden olustuklari igin) verili bir
anahtarin k uzunluklu rastgele secilmis bir kilit
dizide bulunma olasilig1, hi¢ bir yaklagiklik ge-
rektirmeden, (1)°’de verildigi gibidir,

p(Lk)= 1—(1 —r )k . Gostermek miimkiin ola-

caktir ki, bir kilit diziye rastgele segilen bir
anahtarin (bu durumda, bir harfin) oturma olasi-
g1 p,(1,k)=1/r ile verilip, burada [ kilit dizi-
nin i¢inde bulunan farkli haflerin (yani anahtar-
larin) sayisidir. Agdaki diiglim sayisinin g¢ok
biiyiik oldugu limitte (boylece, £ uzunluklu tiim
kilit diziler gergeklenecek), giris- ve c¢ikis-
dereceleri binom dagilimlarini takip edecektir.
Cikig-derece dagilimi P, (d)’yi hemen yazmak

miimkiindiir,
P(d)=C(N,d)[p,0)]' [1-p,0)]"" (2
burada ~ C(N,d)=NY[d(N-d)!], kom-

binatorik faktdr olup, ¢ikis-derece dagilimi
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P,(d) , rastgele segilen bir diigiimiin derecesinin

d olma olasigini1 vermektedir. Giris-derece dagi-
liminin hesabinda ise daha dikkatli olmak ge-
rekmektedir. Uzunlugu k£ olan kilit dizilerin
icinde bulunabilecekleri farkli konfigiiras-
yonlarin toplam sayisimi @, =7 ile iginde /

farkli harf bulunduran kilit dizilerin konfigiiras-
yonlarinin sayisini ise o, (/) ile gosterelim.
Hemen goriilecegi lizere, bu iki biiytikliik birbi-
rine;
min(k
W, =
I=

)7)
o, ()

1

3)

bigiminde baghdir. Eger bir dizinin i¢inde 7
farkli harf bulundugu biliniyorsa, gelisigiizel
sec¢ilen bir harfin bunlardan biri olma olasilig1
I/r>dir. Boylece bu tiir kilit dizilerin girig-

derece dagilim1 P*(d),
de

ile verilecektir. Toplam girig-derece dagilimi
ise;

L
r

B%(d):C(N,d)(ij ( (4)
r

min(k,r)

Bd)= Y,

I1=1

o,(1) P(d)

k

5

seklindedir. Burada «,(/)/w, rastgele segilen

bir kilit dizinin i¢inde / farkli harf bulunma ola-
sihigidir.  Goriildigi tizere, kilit diziler ayni
uzunlukta olsalar dahi i¢lerinde bulundurduklar
farkli alt dizilerin sayisina gore, genel durumda,

max(/,) =min(k—/+1,7') tane alt gruba ayril-
maktadir. Simdi yapmamiz gereken, w,(/)’y1,

yani i¢inde / farkli harf bulunan & uzunluklu di-
zilerin sayisin1 hesaplamaktir. Uzunlugu £ olan
bir dizi i¢inde, "a," harfinin tekrarlanma sayisi-

ni n, ile gosterelim. Icinde 7 tane farkli harf

bulunduran dizilerin sayisini, bu harfler ve tek-
rarlanma  sayilart  {n, } verildigi durumda

@,(I[{n, }) ile belirtelim. Bu harfler k uzunluk-

lu bir dizi lizerinde;
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o(l|{n, })=M(k,n,,n,,....n,) (6)

farkli konfigiirasyonda siralanabilecek olup, bu-
rada  M(k,n,,n, ,...n, )= k!(naI 'n, l.n, !)71

multinom faktoridiir. Kilit dizilerin uzunlugu &
ve i¢lerindeki farkli harflerin sayis1 / verildigin-
de, iki kosulu saglamamiz gerektigini hatirlaya-
lim,

1<n, <k-I+1 . (7)

Simdi buradaki ikinci kosulu da kullanarak, tim
miimkiin harf {a;} ve tekrarlanma sayilar1 {n, }

uzayini tarayarak @, (/)’y1 hesaplayacagiz,

o, (D=Cr,DY o |{n}) ,
i}
J—T+1 /(—(l’l“l oty )-1 (8)

=C(r,DY, .. Y, odlin})

ng =1 g, =1

burada C(r,I), r harften [ tanesini ka¢ farkh

sekilde segebilecegimizi sayan kombinatorik
faktordiir. Toplamlar1 yapmaya en sondaki ele-
mandan baslarsak,

-1

o (1)=C(r,1)Y.C(Ln)(1-n) (-1)" (9)

n=0
elde ederiz.

Sekil 1°de, 10° gerceklesim iizerinden ortalama
alinarak elde edilen simiilasyon sonuglari, ¢ikis
ve girig-derece dagilimlar1 icin elde ettigimiz
analitik hesaplarla karsilastirilmaktadir. Burada

sunulan sonuglar N =10’ diigiimden olusan ag
iizerinde, k=3 ve =10 alinarak elde edilmistir.
Ayni sekil iizerinde, binom dagilimlar1 yerine
yaklasik Gauss ve Poisson dagilimlar1 kullanila-
rak elde edilen sonuclar da gosterilmektedir.
Denklem (2) ve (5)’in grafigi denklem (9) kul-
lanilarak hesaplanmis ve binom egrisi olarak
gosterilmis olup, simiilasyon sonuglari ile ta-
mamen Ortligmektedir. Binom dagilimima Gauss
yaklasimi oldukg¢a yakin kalmakta buna karsin

Poisson yaklagimi daha az isabet saglamaktadir.
Goriildugii tizere giris ve ¢ikis-derece dagilimla-
r1 tamamen birbirlerinden farklidirlar. Eger gi-
rig-derece dagiliminin hesabinda dizilerin ige-
riklerini ihmal etseydik (ortalama-alan yaklasi-
minda oldugu gibi), giris-derece dagilimi icin
elde edilecek olan analitik ifade c¢ikis-derece
dagiliminkiyle aymi olacakti ve agin yapisinda
tamamen yanilmis olacaktik.

—— Binomial -~ Gaussian
~ Poisson °  Simulation

R AR NI R SR
150 200 250 300 350 400

350 400

50 100 150 200 d250 300

Sekil 1. Cikis- (a) ve giris- (b) derece
dagilimlar:
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Alt-diziler arasindaki oto-korelasyonlar

Icerik-temelli agin her diigiimiiniin gelisigiizel
sabit / uzunluklu bir anahtar diziye ve k=/+1
uzunluklu bir kilit diziye sahip oldugunu diisii-
nelim. Bir 6nceki ornekten 6grenilenleri kulla-
narak ve genellestirerek sdylemek miimkiin ki,
icinde /, farkl alt dizi bulunduran & uzunluklu

dizilerin girig-derece dagilimi;

] d ] N-d
rra=cva( ) (12 (10)
olacaktir. Toplam giris dagilimi ise;

min(k—I+1,r") w (I
p@= 3 2 py (1)
I=1 A

seklinde verilecektir. Bu 6rnek i¢in, £-/=1 oldu-
gundan /,, 1 ve 2 degerlerini alabilecektir. He-

men goriilecegi gibi icinde / uzunluklu tek 6rnek
anahtar dizi bulunan k uzunluklu kilit dizilerin
sayist o, (I, =1)=r olup geriye kalan tiim kilit
dizilerin i¢inde en az iki tane birbirinden farkli /
uzunluklu  anahtar  dizi  bulunmaktadir,
w,(I,=2)=r"—r. Gostermek miimkiin ki,
anahtar diziler i¢lerinde bulunan alt diziler ara-
sindaki korelasyonlar1 6lgen otokorelasyon sayi-
lar1 (Mungan vd., 2005; Mungan, 2007), baska
bir deyisle “bit-vector’ler (Guibas ve Odlyzko,
1981) ya da kaydirma-esleme sayilarina (Bilge
vd., 2004) (“Shift-Match Number” SMN olarak
kisaltilacaktir) gore Ozdeslik siniflarma ayril-
maktadirlar. Buna gére SMN’si ayn1 olan tiim
anahtar dizilerin kendilerinden uzun diziler
icinde bulunma olasiliklar1 aynidir. Kaynak
(Bilge vd., 2004)’deki notasyonu takip ederek,
uzunlugu / olan bir anahtar diziyi a =a,a,...q,

ile ve onun SMN’sini s = §,s,...s, ile gosterelim,

! .
elemanis, = HF[ 50HH_ a ile
verilirecektir. Buradan goriilecegi lizere, bir di-
zinin SMN’si onunla esit uzunlukta ve ilk ele-
mam 1 olan ikilik-tabandaki sayidir. Ornegin,

a=xxy ise s=100 olacaktir. Buna gore,
SMN’si s olan anahtar dizilerin ¢ikis-derece da-
gilimi Pf(d);

s’nin  7’inci

Pi(d)=C(N,d)[p,(1,B)]' [1-p,(,I)]"* (12)

ile verilip buradaki p (I,k) uzunlugu [ ve
SMN’si s olan bir anahtar dizinin rastgele segi-
len k& uzunluklu bir kilit dizide bulunma olasili-
gidir. Toplam ¢ikig-derece dagilimi ise;

R =Y 2D pray (13)

1

seklinde elde edilir. Burada @,(s) SMN’si s

olan / uzunluklu dizilerin konfigiirasyonlarinin
sayisi olup, @,(s)/w, rastgele secilen bir dizinin
SMN’sinin s olma olasiligini vermektedir. Sim-
di p (l,k)’y1 hesaplamak i¢in soyle bir yol izle-
necektir: Uzunlugu / ve SMN’si s olan bir anah-
tar dizi verilmis olsun. Bu dizinin sagina ve so-
luna bir harf ekleyerek ondan tiiretilebilecek
k=I+1 uzunluklu kilit dizileri sayalim. i) Eger bu
verili dizinin SMN’si s* =s=1...1...1 ise, yani
anahtar dizi a =x...x..x gibi tek bir harf (x)
igeriyorsa, bu dizinin sagina ya da soluna yer-
lestirecegimiz her y#x ig¢in yeni bir ki=/+1
uzunluklu kilit dizi elde ederiz. Boylece, bu ve-
rili  diziyi iceren kilit dizilerin  sayis1
n.(l,k)=2(r—1)+1 ve rastgele secilmis bir

kilit dizide bu verili diziyi bulma olasiligimiz
p. (LK),

n.(Lk -
- ):2rk 1 (14)
, r

p. (k)=

olur. Bdyle anahtar  dizilerin  sayisi
w,(s") =rdir. ii) Simdi SMN’si s" # s olan bir
anahtar dizi verildigini varsayalim. Bdyle bir
dizinin sagina ya da soluna yerlestirecegimiz
her harf i¢in yeni bir k=/+1 uzunluklu kilit dizi
elde ederiz. Bdylece, bu verili diziyi iceren kilit
dizilerin sayis1 n_.(l,k) =2r ve rastgele secil-

mis bir kilit dizide bu verili diziyi bulma olasili-
gmiz p . (,k),

n. . (l: k) 2r
P LR === (15)
;. r
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olacaktir. Boyle anahtar dizilerin sayis1
w,(s#s")=r'—r dir. Burada dikkat edilecek
husus, bu sonuca s’nin degerini degil yanlizca
onun s*’dan farkli oldugunu bilerek ulastik. Bu
her durumda gecerli degildir. Denklem (14) ve
(15)’deki sonuglar k-/=1 durumu i¢in gecerlidir.
Burada elde ettigimiz sonuglar1 kullanirsak;
d N-d
2r—1j (1 j (16)

k
r

_2r—1

k
r

Pi(d)= C(N,d)(

ve

2r

N-d
r j

(17

B

P =cova| 3
r

olur. Sonunda, toplam ¢ikis-derece dagilima,

@,(s")

@ (s#s")

F(d)= Pi(d)+

! a)l

P’ (d) (18)

olarak elde edilir. Burada gordiigiimiiz yozluk,

yani SMN’si s#s" olan anahtar dizilerin ayni
giris-derece dagilima tabi olmalari, bu 6rnege
hasdir, k-/ arttik¢a bu yozluk ortadan kalkacaktir
(Bilge vd., 2004).

Sekil 2’de, 10° gerceklesim iizerinden ortalama
alinarak elde edilen simiilasyon sonuglari, ¢ikis-
ve giris-derece dagilimlar1 (denklem (11) ve
(18)) icin elde ettigimiz analitik hesaplarla kar-
silagtirllmaktadir. Burada sunulan sonuglar
N =1280 diigiimden olusan ag {izerinde, /=2 ve
r=2 alinarak elde edilmistir. Ayni1 sekil iizerin-
de, binom dagilimlarinin Gaussian ve Poisson
yaklagikliklar1 da gosterilmektedir. Goriildigii
iizere, teorik egriler (siirekli ¢izgi) simiilasyon-
larla tamamen Ortiismektedir. Eger bu dagilim-
larin hesabinda dizilerin iceriklerini ihmal et-
seydik, giris-derece dagilimi icin elde edilecek
olan analitik ifade c¢ikis-derece dagiliminkiyle
ayni, (1)’deki olasilik ifadesinde r=2 alinirsa,
maksimumu Np(2,3) ’de olan bir binom dagi-

limi1 elde edecektik.
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Sekil 2. Cikig- (a) ve giris- (b) derece dagilimlar

Sonuclar

Elde edilen sonuglar soyle 6zetlenebilir:

Dizi igeriklerini ihmal ederek yapilan hesap-
lar, icerik-temelli aglarin topolojik 6zellikle-
rini tasvir etmekten uzaklasabilmektir. Bu-
rada dikkat edilecek husus, bunun dizilerin
uzunluk dagilimlarina bagli oldugudur.
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e Girig-derece dagilimimin hesabinda, kilit di-

ziler iglerinde bulunan farkl alt dizilerin sa-
yilarina gore gruplandirilabilirler. Ayni gru-
ba dahil olan tiim kilit diziler ayn1 derece
dagilimina tabidir.

Cikis-derece dagiliminin hesabinda, anahtar
diziler SMN’lerine gore gruplandirilabilir-
ler. Ayn1 SMN’ye sahip tiim anahtar diziler
ayni derece dagilimina tabidir.
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