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Ozet

Bu ¢alismada igerisinde akiskan bulunan ongerilmeli, elastik, sikismaz, lifli tiiplerde harmonik
dalga yayilimi problemi incelenmistir. Kalin duvarli olarak ele alinan elastik tiipiin icerisinde
stirekli liflerin bulundugu varsayilmistir. Akiskanin sikismaz, Newton akiskant oldugu ve igerisinde
parcaciklar bulundurdugu diistiniilmiistiir. Tiiptin A eksenel germesi ve sabit P; i¢ basincinin
etkisinde ve baylece radyal genlesme ve eksenel uzama ile on sekildegisimine ugramis oldugu kabul
edilmigtir. Akiskana ait alan denklemler silindirik koordinatlarda ifade edilmistir. Lifli elastik
ortama ait yonetici denklemler, “Biiyiik baslangi¢ sekil degistirmelerinin iizerine kiigiik yer
degistirmelerin stiperpozisyonu” teorisi kullanilarak silindirik koordinatlarda elde edilmistir.
Uygulama agisindan biiyiik 6neme sahip olan, i¢i akiskanla dolu tiiplerde dalga yayilmasi problemi,
bu ¢alismada kan damarlarindaki dalga yayilimi iizerinde incelenmistir. Dalga yayilimina ait
yonetici diferansiyel denklemlerin harmonik dalga ¢oziimleri eksenel simetrik hareket durumu igin
ele alimmistir. Akiskana ait diferansiyel denklemlere kapali bir ¢oziim vermek miimkiin olabilmis,
fakat fiipe ait alan denklemlerinin katsayilarimin karmasik bir sekilde radyal koordinatin fonksiyonu
olmalart nedeniyle kati malzemeye iliskin denklemlere kapali bir ¢oziim vermek miimkiin
olamamistir. Bu nedenle kati fazi yoneten diferansiyel denklemler ile simir kosullarina iliskin
denklemlere, dalga karakteristiklerine tiip kalinliginin etkisini de elde etmek i¢in sonlu farklar
yontemi ile sayisal ¢oziim aranmistir. Once bazi ézel durumlar incelenmis, sonra ise ele alinan tiip
icin, uzun dalga yaklasiminda, dispersiyon bagintisi elde edilmis, dalga hizlari ve tasima
katsayilart hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik dalga yayilims, lifli malzeme, parc¢acikilr akiskan, sonlu farklar yon-
temi.
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Propagation of harmonic waves in
fiber elastic tubes filled with a viscous
dusty fluid

Extended abstract

The problem of harmonic wave propagation in
prestressed or stress free elastic or viscoelastic
tubes filled or not filled with a viscous or an ideal
fluid, became an interesting subject since the time of
Thomas Young (1773-1829) who first obtained the
speed of the pulse wave in arteries, and found
important applications in  many fields of
engineering. The historical evolution of the subject
can be found in the papers by Lambossy (1951) and
Skalak (1966) and in the book by Fung (1984). In
the present work, the problem that we consider is to
investigate the pulsating wave propagation in large
blood vessels. The importance of the present
problem from the bioengineering point of view is
that the wave speed and the transmission coefficient
depend on the initial deformation and the material
coefficients. The measurement of these parameters
makes it possible to observe the variation of them
with material properties. For the historical evolution
of the subject the reader may refer to Morgan and
Kiely (1954), Womersley (1957) who used the theory
of small deformations, Atabek and Lew (1966) who
were the first to introduce the effect of prestress,
Mirsky (1967) who took into account the
orthotropic properties of the arterial wall, Rachev
(1980), Kuiken (1984) and Nayfeh (1966) who
considered the blood as a two phase system
consisting of plasma and blood cells and
investigated the flow of the two phase flow in a rigid
tube.

The fluid (blood) is taken as incompressible and
viscous with dusty particles in it, and the governing
equations of motion are obtained in the cylindrical
coordinates. On the other hand, to obtain the
equations of motion of the tube (artery) which is
assumed to have elastic, fibrous and incompressible
material, the theory of “superimposing small
deformations on large static deformations” is
employed and, the incremental equations of motion
and incremental constitutive equations that
characterize the arisen dynamical state are given.
These equations are expressed in the cylindrical
coordinates and the boundary conditions to be
satisfied are given. Then, assuming that the
cylindrical shell (artery) is under the effect of both
constant, axial stretch and inner pressure (initial
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equilibrium state), the incremental equations of the
motion are given for this prestressed state.

The solutions of these incremental equations of
motion both for fluid and solid phases are obtained
for the axial symmetric motion. The closed form
solutions to the differential equations of the fluid
were accomplished but, because the coefficients of
the field equations are complex functions of the
radial coordinate, it could not be accomplished to
obtain closed solutions to the equations of the solid
phase. For this reason and to obtain the effect of the
tube’s thickness on the wave characteristics,
numerical solutions with method of finite differences
are sought to the equations and the corresponding
boundary conditions that govern the solid phase.
Then, in the long wave approximation, assuming
that the thin tube filled with a non-viscous fluid is
non prestressed, the dispersion relation is
investigated, wave speeds and transmission
coefficients are obtained. As the last, again in the
long wave approximation, the dispersion relation for
the thick walled prestressed elastic tube filled with a
viscous fluid is obtained, the wave velocities and the
transmission coefficients are computed and the
results are given with graphs. The obtained results
are in agreement with the results of Ercengiz (2005)
and Nag and Jana (1981).

The obtained results reveal that the primary and the
secondary wave speeds become higher with the
increase of the fibre parameter of the tube’s elastic
material. On the other hand, the increase of the
mass concentration of the dusty particles in the fluid
decreases the primary wave velocity though only for
the small values of the Womersley parameter, again
decreases the secondary wave speed for all the
values of the Womersley parameter. With the
increase of the fiber parameter, while transmission
coefficient for the primary wave increases, the
transmission coefficient for the secondary wave
decreases. The increase of the mass concentration of
the dusty particles in the fluid decreases the
transmission coefficients of both the primary and the
secondary waves. The increase of the axial stretch
increases the primary wave speed, but decreases the
secondary wave speed and the transmission
coefficient for the primary wave. The variation of
the axial stretch doesn’t change the transmission
coefficient for the secondary wave.

Keywords: Propagation of harmonic waves, fibrous
material, dusty fluid, finite differences method.
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Giris

I¢i viskoz ya da viskoz olmayan akiskanla dolu
ongerilmeli veya dngerilmesiz elastik veya vis-
koelastik tiipler i¢erisindeki harmonik dalga ya-
yilim1 problemi, atardamarlarda puls dalgalari-
nin hizini ilk elde eden kisi olan Thomas Young
(1773-1829) zamanindan beri ilgi ¢ceken bir ko-
nu olmus ve mihendisligin bir¢ok dalinda
onemli uygulama alani bulmustur. Konunun ta-
rihsel gelisimi i¢in Lambossy (1951) ve Skalak
(1966) tarafindan yazilmis makalelere ve Fung
(1984) tarafindan yazilmis kitaba bakilabilir.
S6z edilen problem bu c¢alismada biiyiik kan
damarlarindaki pulsatif kan akimina iliskin dal-
ga yayiliminin incelenmesi seklinde ele alinmustir.

Konuya tarihsel gelisim siireci iginde katkis1 bu-
lunan c¢alismalar arasinda Morgan ve Kiely
(1954), kiigiik sekil degistirmeler teorisini kul-
lanan Womersley (1957), 6n gerilmenin etkisini
ilk ortaya atan Atabek ve Lew (1966), Mirsky
(1967), Rachev (1980), Kuiken (1984) ve kani
plazma ve kan hiicrelerinden olusan bir ikili sis-
tem olarak ele alan ve rijit bir tiipte iki fazlh
akigkanin salinimini inceleyen Nayfeh (1966)
sayilabilir.

Bu calismada viskoz, sikismaz, iki fazli (parga-
cikli) akiskanla dolu, 6ngerilmeli, lifli, kalin du-
varli, sikismaz, elastik tiipte dalga yayilim
problemi sonlu farklar yontemi ile incelenmistir.

Parcacikh akiskana iliskin denklemler
Calismada viskoz ve sikismaz Newtonyen ola-
rak goz Oniine alinan akigkanin (kanin) parca-
ciklar igerdigi ve bir P, biiyiik statik 6n basinci-

nin etkisinde kaldig1 varsayilmistir. Bunun yani
sira akigkanin hareketi sirasinda kiiciik hiz ve
basing artimlarinin bu baslangi¢ alanina eklen-
digi diistiniilmiistiir. Sifir baslangi¢ hiziyla, kiit-
le kuvvetlerinin ihmal edildigi durumda ve ek-
senel simetrik hareket icin silindirik koordinat-
larda alan denklemleri asagidaki sekilde bulunur
(Ercengiz, 2005):

Burada (0,W) ve (U,,W,), sirastyla akigkan ve
parcaciklarin radyal ve eksenel dogrultudaki hiz
bilesenleridir. p basinci, £ viskoziteyi, ¢ ka-
risimin her bir birim hacminde bulunan parca-
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ciklarin olusturdugu hacmi, p, akiskanin yo-
gunlugunu, m bir pargacigin kiitlesini, N birim
hacimdeki parcaciklarin sayisini gostermektedir.
7 gevseme zamanidir ve 7=m/K, K =6zia
olup a pargaciklarin yarigapidir.

a0

A-0)p, at

oo
@ (p){ o

o’ lad oG U Nm
il —+-—+——— | |[+— (G -0), (&
'u(c’}rz ror oz’ rzﬂ ( » &)
oW op
1-9)p, & = (1-g)| -
(L=p)py —=( qo)[ pe
W 1ow AW Nm
T LA ) § L LYV S
”[arz ror azzﬂ (W9, @

ad op
NMm—=¢p| ——

at (o[ or

(%0 186 6% Nm . .

i —+-—+——— | |[+—(-0), (3
'u((’ir2 ror oz rzﬂ z'( ) ()
ngwS = _%®

ot 0z

W 10w o'W Nm
0 W OWH L M) (4
ﬂ(arz ror azzﬂ r( ) @)

Akigkanin sikismazlik kosulu
(5)

ile verilmektedir. Sinir kosullarinda kullanilacak
olan gerilme bilesenleri

ol

or’

ol ow
—_— + —_—
oz or

L A

1,:\rr :_r)"'z,[‘ trz =H (6)

ile verilir.

Tiip malzemesi icin denklemler

Tiip malzemesi sikismaz, elastik, kalin duvarl ve
lifli yapida varsayilmustir. Silindirik tiip bir statik
P i¢ basinci ve sabit 4 germesi etkisinde kal-

diginda cisimde t; baslangi¢ gerilme alani olu-
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sacaktir. Ele alinan tilip i¢in, X sekil degistirme
enerjisi fonksiyonu C Green sekil degistirme
tansoriiniin yani1 sira malzemenin lifli yapisim
gosteren lifler dogrultusunda birim vektdrler
olan a, ve a, nin de fonksiyonu olacaktir. X

fonksiyonu,

A =a,®a,, =12 (7)
olmak iizere

1,(C)=trC, (8a)
1,(Ca,)=C:A,, I,(Cay,)=C:A, (8b)
invaryantlarmin fonksiyonu olarak

E(C AL A) =20 (1) + 2o (14 16) 9)

seklinde alinabilir (Holzapfel vd., 2000). Burada

0 0
3, =| cos 3|, 2, =|Cosf (10)
sin g —-sin g

olarak alnmustir ve S liflerin dogrultusunun

tiip eksenine dik olan dogrultu ile yaptig1 agidur.
Ele alinan cisim igin biinye bagintis1 Demiray
(1994) ten yararlanarak

J (11)

seklinde elde edilir. Burada P° hidrostatik ba-
ol
durumundaki Finger sekil degistirme tansorii ve

| 0 -1°
kI

10 62

. Lqo % g0 OF

tl(()l = Isoé‘kl +2[ 1y al 2y al

l

sin¢ terimi, baslangic statik sekildegisimi

tansoriiniin tanim1 (8a) ile verilen bi-

rinci invaryantidir. 1]

ve 1] ifadeleri ise ifade-
leri (8b) ile verilen invaryantlardir.

d; ve d tansorleri de

Ayrica

d°=FAF", dJ=FAF" (12)
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seklinde tamimlanmuistir. Burada F sekil degis-
tirme gradyani tansoriidiir. Bu ¢alismada, izot-
rop sekil degistirme igin, biyolojik yumusak do-
kular i¢in Demiray (1972) tarafindan onerilen,
anizotrop sekil degistirme igin ise Holzapfel ve
digerleri (2000) tarafindan Onerilen ve biinye-
sinde kolajen liflerin bulundugu durumu yan-
sitmakta olan sekil degistirme enerjisi fonksi-
yonlar1 kullanilmastir:

L) =Lfoola-3]-1, @
% (1o 15) =2ik2;6{exp[kz(n ~1)2]-1). (130)

Burada «, S, k ve k, malzeme sabitleridir.
Kiitle kuvvetlerinin sifir oldugu durum igin
denge denklemlerinin ve damarin i¢ ve dis yii-
zeyinde saglanmast gereken sinir kosullarinin
kullaniimasiyla

0 _
o

L] (C+§JH(§)M

+ 4k, cos? ,BJX' : (14)

1
X4 4 j“_élz)
x(%COSZﬂA+ﬂ,2 sinz,é—lj F,($)d¢

elde edilir. Diger gerilme bilesenleri ve P° hid-
rostatik basing terimi de
ﬂ 2

A" 2
7[ X2 j Fl(x)

tgeztfﬁf 2| 2 X
ak cos® f—=| L cos? p+ 2% sin? -1 |F
+ 4k, cos ,B? Fcos L+A%sin® -1 |F,(x),

(15a)

Vs

£

+42%k sin ,B( cos? B+ Asin? B— 1jF(x)

0 =t° + -X* )R () (15b)

Po=t° —% X*F,(X) (15¢)
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seklinde bulunur. I¢ basing ifadesi ise

R (P
i [4+ Q,Jﬁ(;)dc

+ 4k, cos? ﬂxj ﬁ (16)
x(%cosz B+ A?sin? ,@—1) F,(£)d¢
seklinde elde edilir. Burada invaryantlar
If:z—z+%+ﬂz, (17a)
Ileng:%cosz,é+ﬂ,zsin2ﬁ (17b)
olmak iizere
F(x)= exp[a(lf —3)], 8)

F,(x) = exp[ k(I =1)° ]

seklindedir. Verilmis olan bu baslangi¢ alaninin
iizerine kiiciik artimsal sekil degistirmeler sii-
perpoze edildiginde alan denklemleri kiitle kuv-
vetlerinin sifir oldugu durum i¢in (Eringen ve
Suhubi, 1974)

o4
8t2

Ty=p (19)

olarak verilmektedir. Burada p ile tiip malze-
mesinin yogunlugu, T
Kirchhoff tansérii bilesenleri ve u' ile de yer

degistirme vektorii bilesenleri gosterilmektedir.
Artimsal Piola-Kirchhoff tansorii

ile artimsal Piola-

(20)

ile verilmektedir. Burada f, artimsal Cauchy
gerilme tansori olup ele alinan durum i¢in
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t~kl = 55” _ZF_)Oém

B 0 o,
2apc, c &

mn “mn

(21)

+ }exp[a(lf—3)}

'ﬁ@+8m503—91em{@(w—1f}

:4&;+&q@(lg—1f}exp[@( —1f}d

seklinde hesaplanir. p artimsal hidrostatik ba-

0404
d, d, €

+

0 40 5

IO
2rs 2kI rs

+ 6

sinct  gostermektedir. €, sonsuz kiiciik birim

sekil degistirme tansoridiir. Elastik cismin si-
kismazlik kosulu da

u K = (22)

denklemi ile ifade edilebilir. Artimsal alani ta-
mamen belirleyebilmek i¢in (19-21) denklem-

leri Tyn, =T —6,t, S tzerinde,

=eijninj

€m (23)

sinir kosullart ile saglanmalidir. Burada n, kati
cismin S yiizeyi lizerindeki birim dig normal
vektor, t’ ise baslangic konumunda n vektorii

dogrultusundaki alan elemanina etkiyen gerilme
vektori olup

t =tan, (24)
ile verilmistir. § ise n vektori dogrultusundaki
alan elemanina etkiyen artimsal gerilme vekto-

rudir. t, artimsal gerilme tansorii
= tl?mul,m +tr?1luk,m +ka (25)

ile verilir. Eksenel simetrik artimsal hareket g6z
Oniline alindiginda u, =u(r,z,t), u,=0,
U, =w(r,z,t) olur. Burada u ve w sirasiyla
radyal ve eksenel dogrultulardaki yer degistirme
bilesenlerini gostermektedir. Bu durumda (21)

den silindirik koordinatlarda Cauchy artimsal
gerilme tansorii bilesenleri
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- u ou ow
t,=p+2|a,—+a, —+a,— |, 26
rr p ( 1r Zar 3 a j ( )
t,= p+2[(§4+§5)g+§18_u
or
ow
+a+a,)— |, 27
(@+a)5 @)
~ ou
t,=p+2|(a;+a;)—+a;—
2z p ((aﬁ a7) a3 ar
ow
+(ag+ay,)— |, 28
(aa ag)aZJ (28)
£ -, —P°[@+a_“j, (29)
or oz
er:fw:O, fm:fm:O (30)
seklinde bulunur. Burada
_ 1 _ —0 x*
alzaﬂFl(X)—z, CZZ:—P +C¥ﬂF1(X)—4
A A
&, = afF, (0 | @ =afF ()~ —P°,
X
4
@, =[ 4k, +8kk, (I -1 F,(x) 00)5(4 £ (3

2
T =afF (0, @ =P s apF (02",
~ A2 n n
&, = 4k, +8kk, (I -1)° | Fz(x)7cos2ﬂsin2ﬁ,
&y = | 4k +8kk, (T -1)° |F,(x)A*sin*

seklinde tamimlanmiglardir. Artimsal Piola-
Kirchhoff tansoriiniin bilesenleri ise (20)’den

= ou ~ u

rr :trr+t|(')ra’ Too =T tgeF'

- . ow = . ow

z :tzz+t?z 5’ rz :trz+t2’§' (32)
_ N ou _ _ _
Tzr=t2r+t0_’ r6=THr=Tez =T26=0

olarak bulunur. (19) ile verilen yonetici diferan-
siyel denklemler ele alinan durum igin

oT. 1 - — . aT, o
— (T, -T ) )+—2~ - p—=0, 33
a 1 (Trr 99) pe P o (33)
or, oT, 1- o*w
e ZT =0 34
or oz r " p ot? 34)

seklini alir. (26-30) ve (32) ifadelerinin (33-34)
te kullanilmast ve (22) sikismazlik kosuluyla
desteklenmesiyle,

M -,..0u = 1ou -, . u
—= r—- r)=— r)—
P +p( )arz + 5, ( )r p + By ( )r2

o°u

N Al
+ B, (r)——
Bi( )822 P

d =5, 0w - 1ow - . 1lau
—+ LB (r)—+ B (r)—+ B, (r)—
p f»’s()arz ﬂ’a()rar ﬂ7()raz

- 0w o°w

A7 =P (36)

sonucuna ulasilir. Burada kullanilmis olan
B, By By Katsayilart ise asagida veril-
mistir:
B =P+t +2(a,-a,),
= = d _
B, =P°+t), +E[2r(a2 —a3)]
+2(as—a,)+2a,,
:Es =-P° _tge _2(&4 _&6)_2(&5 _&7)
d _ _
JrZrE(oc1 -a,),
54 =tgz _50! BB =t?r _50’
_ d . —
=t5, ——(rP°),
Bs =14 dr( )

- ar® _
137 =—FW+2(0{6 +0{7)—2a3,

37)

By =2(a+a,)+ty, + P’ —2a,.
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Bu denklemler (23) ile verilen ve ele alinan du-
rum igin

~ A

_Oau

-FI’I' |r:ri = ( ) |r h 4 | r=r rz |I’=I'i 4 (38)
_rr |r:rd = 0’ rz |r:rd = O’ (39)
o =0 ow =W (40)
otl,_, r=q otl,_, r=q

seklinde yazilan sinir kosullarini saglamalidir.

Alan denklemlerinin ¢6ziimii
Alan denklemlerine harmonik dalga ¢oziimii
aranacagi i¢in

=[G ()W (), P(r) |expi(et —kz)] (41)
(0,,W,) = | U, (N, W,(r) |exp[i(et -ka)]  (42)
(u,w, p) =[ U (r).W(r), P(r) |exp[i(et -kz)] (43)
olarak alinmigtir. Burada @ agisal frekansi, Kk
dalga d(r), W(r),P(r),U,(r), W,(r),
U(r), W(r) ve P(r) ise dalga genliklerini gos-

termektedir. (41) ve (42) nin (1-4) te kullanil-
mastyla u,w, FA’,UAS,V\A/s i¢cin

sayisint,

. k ik

U(r)= mh(kr)%+;~h(sr)80 (44)

W)=k I(kr)A)+J (sr)B, (45)
ak® +

U =170, W, = 1AW, P(r)=1,(kr)A  (46)

sonuglar1 elde edilir. Bu ifadelerdeki J_ (sr) ve
I, (kr) fonsiyonlar1 sirasiyla, n. mertebeden

birinci tiir Bessel ve modifiye Bessel fonksiyon-
lar1 olup

59

g Nm a4 o Trel-glior
L ] L
§? = k2 o [+ior)(1-9)+ f]

1% iot(l-¢p)+1

seklindedir ( A, ve B, integral sabitleridir). (44-

46)’'nin (6)’da yerlestirilmesiyle sinir kosulla-
rinda kullanilacak gerilme bilesenleri

2k

£ =d] 1 (kr)+ —22
rr {|: 0( ) r +SZ

% )(—Il(kr)+ krlo(kr))} A,

2|,uk

; ——(=J,(sr)+srJy(sr))B }

xexpi(wt—kz)],
2ik?

e

xexp|i(wt—kz)]

(48)

A

rz

1,(kr) A, — ”(s —k?)J, (sr)B}

(49)

seklinde bulunur. (43) ifadesi (35-36) ve (22)
denklemlerinde kullanildiginda

dp 4V B du

FEMEFEREEY

{%( ,8477) }u 0, (50)
1 d*w SedW

—inP —in—=

in X+'B5 d& f de 95137
+_i2(Q2 — B’ )W =0 (51)
X

d—U+9—inlw 0 (52)

d¢ ¢

kismi tiirevli diferansiyel denklem takimina ula-
silir. Burada
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U=tU, W=7W, P=pP,
n=kR, B,=pB, i=1..38, (53)
r=rg, w:CoQ/ﬁ’ Co=\B/p

seklinde tanimlamalarla boyutsuzlastirma ya-
pilmis olup

T=(r+r)/2, R=(R+R))/2, X=R/T (54)
seklindedir. Burada R, ve R; damarin &n sekil-
degisiminden onceki, I, ve r, ise on sekildegi-
siminden sonraki, sirasiyla i¢ ve dig yarigaplari-
n1 gostermektedir. (38-40) sinir kosullart ise,

(43) ifadesini kullanarak

U

: +(B,+5)

:

[P+2(a1—a3)

.

&, f(e)s 1]] A

n

2nX
’)E

X

o[ 22(1- 951 o, (5
|75 X
2G| Lpe] e
d¢ .. X deg w7
+72_77sz01 (56)
v
P 2(a o) 4 (A-P) 52| <0, 6
L 5:511
185 d§}§—5d+|:xl o=t | ( )
D U)- ME_p g (s
5 ( 2_”/2) X
QW@) it(&)aa" )" 5 4 g0
(r+rf)x X
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olarak bulunur. Burada

A:% Il(n‘fi/y)’ B :I;Lél‘ll(%gi/x)’
_ (6D

F(ey= Mo lre/X) ooy _ 72 (06/%)

(/%) 5(7€/%)
seklindedir ve
¥ =SR, qa=p/py, @ =wR?/v,
a, = Pa,, o= Pay, P°=pP°, (62
L=rg, =T,

tanimlamalariyla boyutsuzlagtirma yapilmaistir.
Burada tanimlanan ¢ biyiikligi Womersley
parametresi olarak bilinir.

¢
$&) = [owW () dg (63)

seklinde bir fonksiyon tanimlandiginda (52)’den

1dg

U(E) =
(&)= Fde

¢(§)

W(S) = (64)

olarak ifade edilebilirler. Bunlarin (50-51) ve
(55-60)’ta yerlerine yazilmastyla bulunan denk-
lem sisteminin analitik ¢6ziimiinii elde etmek
genellikle miimkiin degildir. Dalga karakteris-
tiklerine tlip kalimhiginin etkisini de elde ede-
bilmek i¢in denklemlerin ¢6ziimii sonlu farklar
yontemi ile sayisal olarak aranacaktir (Ercengiz,
2005). Sonlu farklar yontemini uygulayabilmek

i¢in tiip kalmhigt h=r, —r, n esit araliga bolii-
nir. Boylece, ¢, tip kalinligini gdsteren uzun-

luk tizerindeki diiglim noktalarim1 gostermek
uzere

":Zj :é:o"' Jh1 j:0,1,...,n

go:é :1_n_2h’ é:n :gd’ h

h
nr

(65)

yazilabilir. Bir &; noktasinda fonksiyonun dege-
ri j alt indisi ile gosterildiginde ve uygun sonlu
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fark ifadeleri kullanildiginda (50-51) ve (55-60)
denklemlerinden

in
h( j+1 )+ﬂ11 g ¢J+2+ X Z j+l
i 2( A2 2y 1
+¥77 2+ (Q° = B,n )7251 ¢;=0, (66)
_IUP h +ﬂ5] 5] J+3+Z3j j+2
_ e 2 1_
+_Z4j %2 (Q _188177 )§_j_¢j+l
- - 2 1_
+_25j = (Q —,ngﬂ )f_j_¢j:0, (67)
(ﬂ10+ﬂso)§o )
_2(0!10_0‘30)_ ( lﬂl_n
+_—§0 (ﬁlo ﬁso) £ hlle )
A (f_(ﬁ_o)éo_lj A
o (P+rf)s L X
+ Zi—"(l——g@_o)‘ff’ﬂho, (68)
_7/§o X
1 ﬂso Pso
= Fs0 %2 2 1 —=h 50
5", (fﬁ }’5 fL% s
o g, + 2
<2 0 o 7+ 77
2 2 h2
+MB=0, (69)
e
_po)_1_ (g —p°\L
Pn+(ﬁln I:)n )gnh_ n+l+|: (ﬂln I:)n )gn
1 0 o, — A, '_ _
—(Bn-RY)+2 : Lgnﬂfn—o, (70)
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1 1(h
= —p. = —+2
é:n IBSH ¢n+2 ﬂSn é:n (fn + j¢n+1

1| h
= | & M5n 5 —2 0 71
+ 3 Lgn Bsn + Bsn — }/5 (71)

(72)

lgzél((ﬁ ¢0)+—

_§(&)ga’ B

- (73)
7X

denklemlerine ulasilir. Burada
1
=[-25,6+h(8,;-2,)]

f_jz )
o =| Bu&l =0 (B -28,)¢

(28, - oy + ) |5 5

1
23J 5] fj + ( 6] 5J)§j2

1 1
=34, —-2hn(B;, - 28, )=
" ﬂs,gj (Bs; - 28 )z;,.

+h (24 ‘ﬂfsj)é’

Zs; :_ﬂsj%—i_h(ﬂ(ﬂ _Zﬁsj)é

, 1 772h3

h (ZﬂSj_ﬁGj)é:_js+72—§j2ﬂ7j1

B :ﬁi(xj)’ & :ai(xj)' Pjo = PO(X,')
[i(rzsz—l’iz)-l-Riz]uz

Xj = T.f.

(74)

seklinde tanimlanmustir. P,¢ (i=01..,n),

A ve B bilinmeyenlerine gore sifir olmayan
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¢oziime sahip olmasi igin (66-74) homojen
denklem sisteminin katsayilar matrisinin deter-
minant1 sifir olmalidir. Bu gereklilik dalga hare-
ketine ait dispersiyon bagmtisin1 verir. Genel
hale ait dispersiyon bagintisindan 6nce asagida
baz1 6zel durumlar incelenecektir.

Uzun dalga yaklasim ve viskoz olmayan
akiskanla dolu ince tiip durumu:

Biiyiikk atardamarlarda bile, dalga boyu atarda-
marin ortalama yarigapindan ¢ok daha biiytktiir.
Boylece k dalga sayis1 ¢ok kiiciik olur ve <1

sonucuna ulasilir. Bu durumda f fonksiyonu-
nun 2’ye yaklasti1 gosterilebilir. Ayrica y =sR
ve @’ =wR?/v oldugu hatirlanarak ve (47) den
yararlanarak

_1w(e-1)(f-9)
m=— 5 ,
X o'’ (1-¢) +1
) (75)
le-f- ‘0’ (p-1)" -1
X w°7r? (1—g0)2 +1
tanimlar1 yapilirsa
yP=a’m, m=m +im, (76)

olarak yazilabilir. Ince tiip limit durumu igin tiip
kalinligimin tek araliktan olustugu varsayilir
(n=1). Boylece

h=h/f<1l ve & =1-h/2~1 (77)
oldugu goriilebilir. Son olarak diisiik viskozite
limit durumu i¢in y — o oldugu diisiiniilerek
0(&) > o oldugu bulunabilir. Yukarida veril-
mig olan kabuller altinda (66 74) denklem sis-
temi ( j =0alinarak) P.P.4.4.96,.0,
A ve B bilinmeyenleri i¢in sekiz adet cebirsel
bagint1 verir. Sifir olmayan ¢oziimii elde etmek
icin bu denklem sisteminin katsayilarinin de-
terminanti sifira esitlendiginde Q/n kompleks
faz hizinin kuvvetleri cinsinden dispersiyon bagin-
tis1

A(QYn) +A(Qn) +A =0 (78)
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seklinde elde edilir. Baslangi¢ sekildegisimi si-
fir olarak alindiginda (78) in katsayilar1

A =-2mgh —6mgh?,
A = 8rﬁqh(1+ 2y,sin® ﬁ)

+qh?* (20M +16,M - 4iq - 3iy,q (79)

-4y, (6M+iq)cos2 + y,(8M-ig)cos 4ﬂ)
A, = 4ig*h?(3+5y, + 3y, cos 43)

olarak bulunur. Burada y, =k /8 seklinde ta-

nimlanmis boyutsuz biiyiikliiktiir. Lifli yap1 goz
ard: edildiginde (y, =0) ve h ¢ok kiiciik oldugun-
dan kokler yaklasik olarak

2
Co A
seklinde elde edilir. Bu sonuglar gosteriyor Ki
akiskan icerisindeki pargaciklarla iliskili olan m
parametresi sadece ikincil dalganin hizin1 ve ta-
sima katsayisini etkilemektedir. Akigkanin par-
cactk  igermedigi diistintildiigiinde ise
r=¢p="Ff=m =0, m, =-1 olup kokler

2
Cy ),
olur. Bu sonuglar Ercengiz (2005) in sonuglari

ile uyumludur. Atabek ve Lew (1966) tarafindan
onerildigi gibi boyutsuz kompleks faz hizi

c

2
CJZ

0

B 3|qh

+0(h?*) (80)

=4+0(h), {

—4+0(h), [Ej oy @y

0

C X +iv
CO

(82)

olarak gosterildiginde, dalga hizlari ve tasima
katsayilar

_XZ24Y?
X

| z=exp[—27r§] (83)

seklinde elde edilir ve
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V=4, V.= (84)

3
th, n=x=1

sonucuna ulagilir. Gergek fiziksel biiyiikliikleri
kullanarak ve E tiip malzemesinin Young mo-
diilinii gostermek tizere B =E/3 oldugu goz
Oniine alinarak dalga hizlar

_Eh
? 2p,7

T2

—, 4E

Vi=— (85)
3p

seklinde bulunur. Bu dalga hizlar1 sirasiyla

Lamb modu ve Moens-Korteweg hizina karsi

gelir.

Uzun dalga yaklasimi ve viskoz akiskanla
dolu kalin tiip durumu:

Uzun dalga yaklasiminda denklemler sonlu
farklar yontemiyle incelenmistir. Yontemi uygu-
larken tlip kalinligina ait alt aralik sayis1 n=4
olarak alinmistir. Baslangi¢ sekildegisiminin de
var oldugu diisiintilmiis ve ayrica

R, =0.31cm, R, =0.38cm, r, =0.32cm,
a=1.948, n=0.01, k,=0.7112,
=001 wr=1 q=1

(86)

seklindeki sayisal degerler kullanilmistir. Bu
kabuller altinda (66-74) denklem sistemi
(j=0,..,3alnarak) P (i=0,.,4), ¢;(i=0,..,6),
A ve B bilinmeyenleri i¢in 14 adet cebirsel bagin-
t1 verir. Sifir olmayan ¢6ziimii elde etmek igin
bu denklem sisteminin katsayilarinin determi-
nanti sifira esitlendiginde Q/n kompleks faz
hizinin kuvvetleri cinsinden dispersiyon baginti-
st bulunmus, Atabek ve Lew (1966) tarafindan
onerilen ve (83) ile verilmis tanima gore dalga
hizlar1 ve tasima katsayilar1 hesaplanmistir.

Sonugclar

Bu calismada, igerisinde sikismaz, viskoz, par-
cacikli, Newton akigkani bulunan ongerilmeli,
elastik, sikismaz, lifli, kalin duvarli tiiplerde
harmonik dalga yayilimi1 problemi incelenerek
dalga hizlar1 ve tasima katsayilar1 elde edilmis-
tir. Sekil 1, liflerle ilgili parametre olan y, ve A
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BTl
— Vi

©~ —

Sekil 1. f =05, B=60", wr =1 iken A ve
v, 'in farkl degerleri icin, birincil dalga hizi

v, in & ’ya gore degisimi

©»

Sekil 2. f =05, B=60", wr =1 iken A ve
v, in farkly degerleri igin, ikincil dalga hizi

V, ‘nin a 'ya gore degisimi

eksenel germesi arttikca v, dalga hizinin arttigi-
n1  gostermektedir. Womersley parametresi

ya gore degisime bakildiginda ise, V,’in

QI R

‘nin kiiclik degerlerinde degismedigi, ancak
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biiyiik degerlerinde « ile birlikte arttigi goriil-
mektedir. Sekil 2’den, v, dalga hizinin 4 art-
tikca azaldigi, y, ve & 'nin artimi ile ise arttig
goriilmektedir. Ayrica @ <3 i¢in & ile arimin
hizli oldugu, & >3 i¢in ise artimin kiigiik kaldi-
&1 anlasilmaktadir. Sekil 3, birincil dalgaya ait
tasima katsayis1 y,’in degisimini gdstermekte-
dir. Buna gére & <3 i¢in y, a arttikca azal-
makta, a >3 i¢in ise artmaktadir. Ayrica sekil-
den & >3 icin y, arttikca y, ’in de arttig1 ve A4
arttikca y, "in de azaldig1 goriilmektedir. Sekil 4,
ikincil dalganin tasima katsayist y,’nin A ile
degismedigini, y, arttikca azaldigini gostermek-
tedir. Ayrica, y, a ile artmaktadir. y,’nin

Womersley parametresi ile birlikte sifira gittigi
de sekilden goriilmektedir. Sekil 5°te & <2 i¢in
v,’in f arttik¢a azaldigi, & >2 icin ise f ’nin
artiminin dalga hizim1 fazla degistirmedigi go-
rilmektedir. Bu sonug¢ pargacik konsantrasyo-
nunun birincil dalga hizina etkisinin ancak
Womersley parametresinin kiigiik degerlerinde
var oldugunu gostermektedir. Sekil 6, v, nin f

ile azaldigin1 géstermektedir. Bu sonug parcacik

0.7

T
— g

Sekil 3. f =05, B=60", wr =1 iken A ve
v, in farkly degerleri icin, birincil dalgaya ait

tasima katsayist y, in o 'ya gore degisimi
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Sekil 4. f =05, B=60", wr =1 iken A ve
y, 'in farkl degerleri icin, ikincil dalgaya ait

tasima katsayist y, 'nin a 'ya gore degisimi

- - 0D
— 0dg

0.5, 3=60", wr =1 iken 1 ve

Sekil 5. y, =
f ‘nin farkl degerleri i¢in, birincil dalga hizt

Vv, in & 'ya gore degisimi

konsantrasyonunun ikincil dalga hizina etkisini
acikca ortaya koymaktadir. Sekil 7°de f arttik-

ca y, ’in azaldigi gosterilmistir. & 'nin kiiciik
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Sekil 6. y,=0.5, B=60", wr =1 iken 1 ve
f ‘nin farkh degerleri i¢in, ikincil dalga hiz
V, ‘nin a ’ya gore degisimi

BT e
— 0ig

fiC® ACd fMod

© s —

Sekil 7. y,=0.5, B=60", oz =1 iken A ve
f ’nin farkh degerleri icin, birincil dalgaya ait
tasima katsayisi y, ’in a ’ya gore degisimi

degerlerinde kiitle konsantrasyonunun y,’e et-
kisi biiylik olmaktadir. Sekil 8, f arttikca y,’in
azaldigim1 gostermektedir. Bu sekiller pargacikli
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akigskan yaklasiminin 6nemini vurgular. Parca-
cik konsantrasyonunun dalga hiz1 ve tagima kat-
sayilarina etkisi, Ercengiz (2005) ile Nag ve Ja-
na (1981) nin sonuglari ile uyumludur.

0.5 —

I Y- |
— W D

© s —

Sekil 8. y,=0.5, B=60", or =1 iken 1 ve
f ‘nin farkl degerleri i¢in, ikincil dalgaya ait

tasima katsayist y, 'nin a 'ya gore degisimi
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