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Uzun dalga-kisa dalga etkilesim denklemleri i¢in yalniz
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Ozet

Stirekli bir ortamda yayilan iki kisa ve bir uzun dalganin rezonans etkilesimi bir boyutlu ii¢ kuple
uzun dalga-kisa dalga (LSI) etkilesim denklemleri ile temsil edilmektedir. Kisa dalgalarin ayni grup
hizina sahip olmasi ve bu grup hizznin uzun dalganin faz hizina esit olmasi rezonans durumunu
olusturmaktadir. LSI denklemleri yiizey su dalgalarimin etkilesimi, elastik bir ortamda yayilan ig
elastik dalgalarin rezonans etkilesimi gibi fiziksel olaylari tanimlayan denklemler olarak tiiretilmis-
tir. Bu ¢alismada LSI denklem sisteminin yalniz dalga ¢oziimlerinin varligi ispat edilmistir. Ispat
esas olarak kiibik nonlineerlige sahip tek bilesenli nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi igin 6ne-
rilmis yaklasimin genisletilmesi tizerine insa edilmistir ve kisitlamasiz bir varyasyonel problemin
¢oziimiine dayanmaktadir. Bunun igin oncelikle LSI denklemlerinin yalniz dalga ¢oziimlerinin sag-
lamis oldugu iki-kuple denklem sistemi elde edilmistir. Daha sonra Euler-Lagrange denklemleri bu
iki-kuple denklem sistemini veren bir J fonksiyoneli, Gagliardo-Nirenberg esitsizligi yardimiyla
tamimlanmistir. Béylece, yalniz dalgalarin varligi problemi J fonksiyonelinin bir minimumunun
varligimin gosterilmesi problemine indirgenmistir. Fonksiyonelin minimumunun varligini géstermek
icin Lieb’in kompaktlik lemmasi kullanilmistir. NLS denkleminin yalniz dalga ¢oziimlerinin varligi-
ni gostermek amaciyla literatiirde tanimlanmis olan J fonksiyoneli n>2 uzay boyutu icin gegerli
iken, simdiki calismada tanimlanmis olan fonksiyonel n =1 uzay boyutunda da gecerlidir. Ayrica,
coziimlerin pozitif tammhiligi gosterilmis ve J fonksiyoneli ile enerji fonksiyoneli arasindaki iliski
de verilmistir.
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Existence of solitary wave solutions for
long wave-short wave interaction
equations

Extended abstract

Nonlinear dispersive wave equations arise in many
areas of physics, such as solid mechanics, nonlinear
optics and plasma. Solitary wave solutions occur as
a result of the balance of dispersive and nonlinear
effects. This balance makes the localized waves
travel without change of form. So there is a wide
interest for the behaviour of solitary wave solutions
of nonlinear wave equations: existence and unique-
ness, continuous dependence to initial data, stability.
In the present study we are interested in establishing
the existence of solitary wave solutions for a par-
ticular nonlinear dispersive wave equation.

Short waves propagating in various continuous me-
dia are governed by the nonlinear Schrodinger
(NLS) equation and its generalizations. In one di-
mensional case there exists a unique localized soli-
tary wave solution of the NLS equation and can easi-
ly be evaluated. The existence problem in the multi-
dimensional case has generally been investigated by
using constrained or unconstrained variational
methods. The constrained variational methods are
based on minimization of energy functionals, which
take the infimum value at the ground state solutions,
under some constraints. Weinstein proved the exist-
ence problem of solitary wave solutions of the NLS
equation in the multidimensional case by the help of
an unconstrained variational problem. In his study a
functional J(u) associated with the Gagliardo-
Nirenberg inequality is defined. The solution of the
Euler-Lagrange equation of Jis the solitary wave
solution of the NLS equation. So the existence of sol-
itary wave solutions was shown by proving the ex-
istence of a minimizer of the functional J .

The resonant interaction among two short wave
modes with equal group speeds and one long wave
mode whose phase speed is equal to the group speed
of short waves is represented by the three coupled
long wave-short wave interaction (LSI) equations of
the form;

i, +ag,, = pug,

iy, +ay,, = puy,

u =Bl +ly ),

where, X is the spatial coordinate, t is the time;
o RxR"—>C, u:RxR"—>C and a>0
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and S are real constants. Here u(x,t) represents
the long wave mode; ¢(x,t) and w(x,t) denote
short wave modes. The above three-component sys-
tem of long wave-short wave interaction equations
describes the resonant wave propagation in various
continuous media, for instance, the surface of water
and a bulk elastic medium.

The aim of the present study is to prove the existence
of solitary wave solutions for the LSI system by us-
ing variational methods. Substitution of solitary
wave solutions of the form

iwt+i%(x—ct)

#(x,t) =R (x—ct)e ,

it +i < (x—ct)

w(x,t)=R,(x—ct)e 2 :
u(x,t) =U(x—ct)

with @ eR,c>0 into the LSI system vyields the
coupled system

R"-OR +7(R [ +|R, )R =0,
R,"=QR, +7(IR [ +|R, )R, =0.

In spite of a wide interest in this system and its gen-
eralizations, a few rigorous results on the existence
of solutions exist up to present. In recent years there
has been a large number of studies devoted to the
problem of existence of solutions for various settings
of this system. In these studies, the problem of exist-
ence of nontrivial solutions has been investigated
extensively using variational methods based on min-
imization of certain energy functionals under some
constraints. Here, to prove the existence of positive
solutions to the above two-component system, we
use a different approach based on adapting the
method used by Weinstein for the NLS equation. As
the one-variable functional defined by Weinstein is
valid for n>2, a new functional associated with
the Gagliardo-Nirenberg inequality has been de-
fined for n=1.

The new two-variable functional J(u,v) assumes
the solutions of two coupled system as the critical
points. And the existence of a minimizer for Jis
proved using Lieb’s compactness Lemma. The posi-
tivity of solutions and the relation between J and
the energy functional are also investigated.

Keywords: Long wave-short wave interaction equa-
tions, existence of solitary waves.
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Giris

Stirekli ortamlarda yayilan dogrusal olmayan bir
boyutlu kisa dalgalarin genliklerini yOneten
denklem olarak dogrusal olmayan Schrodinger
(NLS) denklemi veya onun genellestirilmis
formlar1 elde edilmektedir. En genel halde NLS
denklemi

ig +Ap+ f(P)p=0, xeR" (1)

ile verilmektedir. Bu denklemde x uzay koor-
dinatini, t zamani, ¢ kisa dalganin kompleks
genligini, A ise R"o6klid uzayinda Laplace ope-
ratoriinii gostermektedir. Ozel halde f = ¢[*°
almabilir.

NLS  denklemi  g(xt)—e 2 ¢ d(X,T),
X=x-ct, T =t ile tammmlanan Galile doniisiimii

altinda invaryanttir. Diger bir deyisle, @(x,t)
fonksiyonu NLS denkleminin bir ¢oziimii ise
d(x,t) fonksiyonu da bir ¢oziimdiir. Eger
D(X,T)=u (X)e"" seklindeki duran dalga ¢o-
ziimlerinin varlig ispatlanirsa, Galile doniistimii
nedeniyle, bunun ayn1 zamanda NLS denkleminin

2
ct)+C

4 )
“7u (x—ct)e'™

st ="

seklindeki yalmz dalga ¢dziimlerinin varligim
ispatlamaya denk oldugu aciktir. Bu nedenle
literatiirde, NLS denklemi i¢in yalnmiz dalga ¢o-
zliimlerinin varlig1 problemi yerine duran dalga-
larin varligi problemi incelenir.

u gercel degerli fonksiyonu H*(R") Sobolev
uzaymin bir elemant olmak iizere NLS denkle-
minin ¢(x,t) =e“*u(x) formundaki duran dalga
cOzlimleri

AU—au+U* "t =0, xeR"

)
denklemini saglar. Bir boyutlu durumda (2)

denkleminin sonsuzda sifir sinir kosullarini sag-
layan ve

u(x) =[(c +Daw]'* [sech(cVwx)]'°
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ile verilen ¢6ziimii kolaylikla hesaplanabilir.
Ancak yiiksek boyutlu durumlarda lokalize ol-
mus ¢oziimlerin agik formunu bulmak miimkiin
degildir. Bu nedenle yiiksek boyutlarda; (2)
denklemi ve onun genel bir formu olan
—Au— f(u)=0 denkleminin asikar olmayan
u e H*(R) ¢bziimlerinin varlig1 problemi, kisitli
ve kisitsiz varyasyonel problemlerin ¢oziimleri-
nin varligi problemi olarak incelenmistir. S6z
konusu problem, n>3 boyut igin Strauss
(1977), Coleman ve digerleri (1978), Berestycki
ve Lions (1983) tarafindan; n=2 igin Esteban
(1980), Berestycki ve digerleri (1983) tarafin-
dan kisitli bir varyasyonel problemin ¢oziimii
olarak ele alinmistir.

Weinstein (1983) n>2 boyut igin NLS denk-
leminin duran dalga ¢6ziimlerinin varligi prob-

lemini kisitsiz bir varyasyonel problem olarak
ele almistir. Bu ¢alismada, €=n(1/2-1/p)
olmak iizere, [[u]l,<C||VulJlul?, 0<6<1

Gagliardo-Nirenberg esitsizliginden hareket edi-
lerek;
[ Vullg"flu ™

Tulles:s

J() = : 0<o‘<i2

n_

(3)

fonksiyoneli tanimlanmistir. J fonksiyonelinin
Euler-Lagrange denklemi (2) denklemi oldu-
gundan, denklemin ¢oziimlerinin varhigr J(u)
fonksiyonelinin bir minimumunun var oldugu
ispat edilerek gosterilmistir.

Dalga yayilimimin s6z konusu oldugu siirekli
ortamda iki kisa dalga ve faz hizi kisa dalgalarin
grup hizina esit olan bir uzun dalga varsa, bu
durumda dalga etkilesimi;

i¢y +ag,, = pug,
th +al//xx :ﬂul//;
u =BUeF +ly F),

(4)

ile verilen ti¢ kuple uzun dalga-kisa dalga (LSI)
sistemi ile temsil edilir. Yukarida oldugu gibi
burada da x ve t sirasiyla uzay ve zaman degis-
kenlerini, u gergel degerli fonksiyonu uzun dal-
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ganin genligini, ¢,  kompleks degerli fonksi-
yonlar1 kisa dalgalarin genliklerini géstermekte-
dir. «>0 vep gercel sabitlerdir. Burada kisa

dalgalarin dispersiyonu, uzun dalga ve kisa dal-
galar arasindaki dogrusal olmayan etkilesim ile
dengelenmektedir. (4) sistemi Ma (1980) ve
Craik (1983) tarafindan su dalgalari i¢in Erbay
(2000) tarafindan genellestirilmis elastik bir or-
tamdaki rezonant dalga yayilimimi temsil etmek
icin elde edilmistir.

(4) LSI sistemi x=X, t=T/a, u=aU,
(4, 0) =Ja (®,¥), degisken doniisiimii ile, a
katsayisinin bir oldugu ayni formda bir sisteme
doniistiigiinden, ¢aligmanin  bundan sonraki
kisminda, genellik kaybedilmeksizin o =1 ali-
nacaktir.

Yalmz dalga cozimleri

Bu boliimde, (4) ile verilmis olan LSI sisteminin
yalniz dalga coziimlerinin varligi kisitsiz bir
varyasyonel problem tamimlanarak ve Weinstein’in
yaklagimi kullanilarak ispatlanmistir.

c pozitif bir sabit, @ gercel bir sabit,
(@, %) e H'(R)xH*(R) ve U el?*(R) olmak
tizere, (4) denkleminin en genel formdaki yalniz
dalga ¢oziimleri

@.(x,t) = D(x —ct)e'
w, (X 1) = ¥ (x—ct)e (5)
u,(x,t) =U (x—ct)

seklinde onerilebilir. (5) ¢oziimleri (4) sistemin-
de yerine yazildiginda, ' isareti £ =X—Ct degis-
kenine gore tlirevi gostermek iizere,

—O"+icd'+d+pUD=0
-V"+ic¥V'+0¥ + fUY =0 (6)

U'=—€(|®|2+|‘PIZ)'

sistemi elde edilir. Son denklemden U fonksi-
yonu ¢oziilebileceginden (6) sistemi

2
—CI)"+iCCD'+a)(I)—ﬂ—(|CI)|2 +|PP)®=0
C

2
—‘P“+ic‘P'+a)‘P—’B—(|d)|2 +|PPH)¥Y =0
c

olarak yazilabilir. Burada ®(&) = R, (&) exp(i%f)
ve (&) =R, (&)exp( %) tanimlar1 yapilirsa

R-OR +7(R [ +IR, |2>R1=0} -

R,"~OR, +7( R, [ +|R, )R, =0

sistemi elde edilir. (7) sistemindeki katsayilar
Q=w-c*/4 ve y = f*/c olarak tanimlanmis-
tir. Calismanin bundan sonraki kisminda, hesap
kolayhigr icin & degiskeni yerine X degiskeni
kullanilacaktir.

Asagidaki lemmada, (7) sisteminin kendileri ve
birinci mertebe tiirevleri | X|— oo i¢in sifir olan

¢oziimlerinin sagladigi Pohozaev tipi 6zdeslik-
ler verilmektedir. Bu 6zdeslikler (7) sisteminin
H'(R)x H'(R) uzayma ait diizgiin ¢dziimleri-
nin varligim gostermek ic¢in kullanilacak gerek
kosullar1 vermektedir.

Lemma: (7 sistemini saglayan
(R,R,) e H'(R)x H*(R) reel degerli fonksi-
yonlart;

JRE +RE, =2 (RE+RE))dx =0, (8)

3
J(QR? +RE) =T (RE +RE)?)dx =0 ©)
R
0zdesliklerini saglarlar.

Ispat: (7) sistemindeki denklemler sirasiyla
XR,, ve XR,, ile carpilir ve elde edilen denk-

lemler Riizerinde integre edilip sonu¢ denk-
lemler toplanirsa, kismi integrasyondan sonra

[(RE+R,, —Q(R? +R§)+§(Rf +R2)?)dx =0
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bulunur. Diger yandan (7) sistemindeki denk-
lemler sirasiyla R, ve R, ile ¢arpilir ve elde edi-

len denklemler R {izerinde integre edilirse
(RS +RZ, + QR +R2) —y (R + R;)*)dx =0
R

bulunur. Elde edilen bu sonuglarin taraf tarafa
toplanmasindan ve c¢ikarilmasindan (8)-(9) ile
verilen Pohozaev tipi 6zdeslikler elde edilir.

Varyasyonel problem

Yukarida da belirtildigi gibi, Weinstein (3) ile
verilen J(u) fonksiyonelini tanimlamis ve NLS
denkleminin duran dalga ¢6ziimlerinin varligi
problemini kisitsiz bir varyasyonel problem ola-
rak ifade etmistir. (3) fonksiyonelinin Euler-
Lagrange denklemi (2) denklemi oldugundan,
(2) denkleminin ¢oztiimlerinin varligr  J(u)
fonksiyonelinin bir minimumunun var oldugu
ispat edilerek gosterilmistir. Ancak s6z konusu
calismada verilen J(u) fonksiyoneli, uzay bo-

yutunun n>2 olmasi durumunda tanimlanmis-
tir. Simdi n=1 haline karsilik gelen J fonksi-
yoneli once tek bagimli degisken hali ve sonra
iki bagimli degisken hali icin Gagliardo-
Nirenberg esitsizligi yardimiyla tiiretilecektir.
n=1 uzay boyutu i¢in Gagliardo-Nirenberg
esitsizliginin genel bir hali Nagy (1941) tarafin-
dan ispat edilmistir:

ST
s s p-=1.)s u s ju *
2 ﬁ p ”u”q+ﬁ

(10) esitsizligi her u e H*(R) icin tanimlidir ve

9,6>0, p=Ls=1+q(p-1)/p olup, H
fonksiyonu

—(a+b)
H(a,b) = (a+b) I'l+a+b)

a b ’r'(l+a)l'(1+b)

seklinde tanimlanir. H fonksiyonunun tanimin-

daki T isareti, T'(X)= j t*"e"'dt ile tanimlanan
0

Gamma fonksiyonunu gosterir. Ozel olarak
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p=gq=s=£4=2 i¢in, (10) esitsizligi,
H(, 1) = 1 olmak {izere,
2 3
3
1l lalulg a1
T

seklini alir. Sonug olarak n=1 durumunda, (11)
Nagy esitsizligi ve Gagliardo-Nirenberg esitsiz-
liginden esinlenilerek her u e H'(R)igin iyi ta-
niml

3(u) = AUl Aru )™

llull,

(12)

fonksiyoneli tanimlanmaigtir.
J(u) fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi

fonksiyonelin birinci varyasyonu hesap edilerek
bulunur:

0J :di\](u +¢&n)|,,=0, her € CJ (R).
£

(8)-(9) ile verilen Pohozaev o6zdesliklerinde
R, =U,R, =0 yerlestirilmesiyle bulunan kisitlar

da kullanilarak,

S5 = AI(uXX —ou+yu)ndx =0
R

elde edilir. Burada A katsayist,

(e
/
alfull, lu, B

olarak tanimlanmistir. 6J varyasyonunun keyfi
n fonksiyonu igin sifir olmasi ancak ve ancak
u fonksiyonunun u,, —au+yu®=0 denklemini

saglamasi ile miimkiindiir. Diger bir deyisle
J(u) fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi
kiibik nonlineerlige sahip NLS denklemidir.
Gergekten de, U, —au+yu®=0 denkleminin

¢oziimii olan U, =+ 2w/ y sech(Jwx) fonksi-
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yonu, J(u) fonksiyonelinin de minimumudur
ve J(U,;,)=3"% olur. (11) esitsizligi ise u=u,
igin

1

)

seklinde bir esitlige doniismektedir.

J (umin) =

H'(R) uzayinda tanmimli u degiskeninin sagla-
dig1 (12) ile verilen J(u) fonksiyonelinden ha-

reket ederek, H'(R)xH*(R) uzayinda tanimli
(u,v) fonksiyonlar1 igin J(u,Vv) fonksiyoneli

1 3
2 2\8 2 2\8
J (U,V) — (” ux ”2 + ”Vx ”2) (” u1||2 + ” V“Z) (13)

u? +v2 2

olarak  tamimlanir.  J(u,v)  fonksiyoneli
(u,v) e H'(R)x H'(R) fonksiyonlar1 icin iyi

tanimlidir.

Uyarr: q ve s pozitif sayillar olmak {iizere
H!(R)x H'(R)
(Ug s (X), v, s (X)) = (qu(sx),qv(sx)) fonksiyonlart
icin,

uzayinda tanimlanmis

s Ul VUG lb=a’s I Vull,
STIVIE VY l=a"s I Vv,

llugs I3=1

Vg =1

||u§,s+V§,s ”2:q S ||U +V ”2

bagntilar1 gegerlidir. Bu bagintilar (13) fonksi-
yonelinde kullanilirsa J(u J(u,v) ol-
dugu goriiliir. Bu sonug¢ J(u,v) fonksiyonelinin
Olgek doniistimleri altinda invaryant oldugunu
gosterir.

q,s? qs)

Yalnmiz dalgalarin varhg

Bu boliimde, LSI sisteminin (7) ile verilen kuple
adi diferansiyel denklemini saglayan ¢6ziimleri-
nin J(u,v) fonksiyonelini minimize eden fonk-
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siyonlar oldugunu belirten teorem verilecek ve
ispat edilecektir.

Teorem: Q>0 ve y >0 olmak iizere (13) ile
verilen J(u,v) fonksiyonelini minimum yapan
(R,R,) e H}(R)x H*(R) fonksiyonlar1 vardir.
Ayrica

IRIE+IR, 5=
ve
IR I +1I R, v [3=222/3

kisitlart altinda J(u,v) fonksiyonelinin Euler-
Lagrange denklemleri;

Ii1xx _Qﬁl_'_}/ez(ﬁlz + Iiz)lii =0,
R2XX ~OR, +7e*(RZ+R?)R, =0
seklindedir. Burada e* =8Q/3a*y ve

(14)

a’ =I(F~2f +RZ)%dx olup, R =¢eR (i=12)
R

el

fonksiyonlar1 (7) sistemini saglar.

)?dx olup, R =eR (i=1,2)

Ispat: J(u,v) fonksiyoneli negatif olmayan bir
fonksiyonel oldugundan, bu fonksiyoneli mini-
mize eden bir
(U, V,) € (H(R) N L (R)) x (H*(R) N L'(R))
fonksiyon dizisi vardir; yani

= inf J(u,v)=limJ(u,,v,) (15)
(u,v)eH(R)xH(R) n—o
olur. Simdi
[ Ry 115 +11 Ry l15= (16)

olmak iizere, (Rup (30, Roy (X)) =
(q,u,(s,%),q,V, (s,X))  seklindeki

edilmis dizileri tanimlayabiliriz. Ote yandan

normalize
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[(R, + R, ) =2 [ (R + R2)x
R 3 R

ile verilen Pohozaev 6zdesligi kullanilirsa

2Q2

3 (17)

IR I3+ 1l Ron 3=

bulunur. (16) ve (17) kisitlamalar1 g, ve s, bii-
yiikltiklerinin

2 Qlly, II5 +11v, II5)
"3 U I+ Vo 15)
2JQ

(3001, 15 + 11V, B U 1 + 11V, 2T

2

G

olarak secilmesi gerektigi sonucunu verir.
(R,,R,,) normalize dizileri igin J(u,v) fonk-
siyoneli

\/5(9/3)1/8
(1R 1l + 1 Ry ll3 +2 < Ry,

1n?

J(I:I)ln’ liZn) =

ﬁz >)l/4
2n
degerini alir ve limJ(R,,,R,,) = j olur. Buradan

im([ Ry, I3 + 11 R Il
N—o0
1

) L (8)
RZ >) =2 ()2
j7 3

+2<R%,

sonucu elde edilir.

H'(R)x H*(R) uzayinda tammh (ﬁln, IiZn) dizi-

leri bu uzayda smirhidir. Bu nedenle, (F\N’m, |§2n)
H*(R)x H'(R)

fonksiyonlarina

dizilerinin
(R R,)

(Ry, + Ry, ) alt dizileri vardir. Yani, yeniden numa-

uzayinda taniml

zayif  yakinsayan

ralanmus alt diziler igin, <R,,,R, >><R,R > ve
<R,,R,>> <R, R, > olur. H(R)xH*(R)

uzayindaki bu zayif yakinsamanin ayn1 zamanda
kuvvetli oldugunu gostermek icin,

2n?

b =IRIE+IR 1B by =R, I +IIR,, I3
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olmak tizere b =2 ve b, =2Q/3 oldugunu ka-
nitlamak gerekmektedir. Fatou Lemmas1 b, ve
b, sayilart igin 0<b <2 ve 0<b,<20/3

esitsizliklerinin gegerli oldugunu belirtir. Ayrica
Lieb’in Kompaktlik Lemmas1 nedeniyle b, #0

ve b, =0 olur.

j=inf J oldugundan, (R,R,) fonksiyonlari

i¢in

. . 3/8 b 1/8

JSIRLR) =——=— (9)4(2) 52 52 _\U/4
(IR l; + IR, [l +2 < RL, R >)

veya

3/8 1/8
1Rz ey < ()
J

yazilabilir. Eger (G, 6) = (R, Ron) —(RL Ry)
tanimi yapilirsa,

” r1n ”§=” Rln ”; —2< Rln’ Rl2 >+ ” Rl ”;
100 1231 Rop I} =2 < Ry R > +[IR, 1

olur. Ayrica (R,,R,) fonksiyon dizisinin
H'(R)x H*(R) uzayinda (F~?1 F~QZ) fonksiyonla-
rina zayif yakinsamasi kullanilirsa,

lim([ 1, II; + 11750 1) =21y
n—o

elde edilir. Benzer sekilde r,, ve r, , fonksi-

2n,x

yon dizilerinin L* normlar1 hesaplanirsa

[ 320 R [2 =2 < Ry o R >+l R 2
” r2n,>< ”g:” R2n,x ”; _2 < R Rgx >+ ” R2,x ”g

2n,x !
bulunur. Buradan da,

2Q)

M 1 [z + 1B 12) ==~
N—o0

3 b,

elde edilir. j=infJ oldugundan, (r,,r,,) icin
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j < ‘](rln’an)
3 1

_ (0 1 #1100 12)° (1 i [z + 1 o [12)°
(e

bagntis1 gegerlidir. J(r,,r,,) ifadesinin n— oo

n?

icin limiti hesaplanirsa,

) 2-b)¥8((2Q2/3)-h,)"®
im 3, 1) = A LENI =) a9
n— (nm ” r:I_n + r-Zn ”2)

elde edilir. Paydadaki limiti hesaplamak i¢in,

2 L2
+2<0;,10,, >

in?

>_<|§12n’|:~212n>)
2 2 _ Iiz ﬁz

+(<r2n'r2n> < 2n? 2n>)

+2<10, 0 >+ RG Il + 1 Rz, Il

s+ 0 llo=ll e 1+ 115, 11

_ 2 .2
_(< r1n’rln

(20)

ozdesligi kullanilir. Tlk iki terimin limiti

r2 r2

in? %in

2
in?

lim(<r, 52 >-<RORE>) =-lIR Il;, (i=12)

olarak hesaplanir. Bu durumda (18) denklemin-
de verilen sonucun kullanilmasi ile,

lim(l g+ ) == 1R [l =11 R, Il
+Iim{ll R, [l3 + 11 Ry, 112
n—o
+< r22n ! r22n >}
=—[IR Il = IR, Ily

+!m{|l Ry 1l +1I R,y II3
+<R2 R >}
+2lim{<r?,r2 >—<RZ R% >}
~NR G =R, II3
+(4(Q13)Y2 1 Y

2

+2lim{<r?,r2 >—<RZ,
n—w

(21)

Ry >}

elde edilir ve (19) ifadesindeki limit hesab1 (21)
denkleminin sag tarafindaki limitin hesabina
indirgenir. Diger yandan,
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2
fns

2
-2<r;,

2 2 32
<r, ., R, >

R,Ry, >

2 52
r,, >=<r;, R, >+<

yazilabildiginden ve {r2} dizisi sifira yakinsa-
digindan, lim<r? RZ>=0 olur. Boylece (21)

ifadesindeki limit i¢in

lim{<r?,r2 >—<R2,
n—oo
=lim{~2<R,R,RZ, >
n—oo
+<R%RZ

Ron >}

>-2<r2,R, R, >}

yazilabilir. {R2} dizisi R? fonksiyonuna zayif

yakinsadigindan,
lim<R,R? >=<R%R? >
olur. Simdi

lim<R,R,R2 >=<R*R?>

nN—oo

- 2 = =
lim<r;,R,R, >=

in?
N—o0

0

oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin {iggen
ve Cauchy-Schwartz esitsizlikleri uygulanirsa

< RuR, RE, >~ <RfRZ >
=< R,R, R, >
—<RZ,RZ>+<R4RZ >
—<R!,R;, >
=I< I::>12’r2n(|iznv|iz)>
+<Rr, R 5|
<< F~212’r2n(F~22n’F~22) >|
+I<Rin, RG>
<< r22n1 §12 >1/2< (ﬁzn, ﬁz)z’ R~12 >l/2
+< rZ §12 >1/2< §22n1 §22n >l/2

In?

elde edilir. {r, }ve {r,,} dizileri sifira yakinsa-

digindan esitsizligin sag tarafi sifira gider. Bu ise
gosterilmek istenen sonugtur. Benzer sekilde
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l<r?,R?

In?

R, >| terimine Cauchy-Schwartz esitsiz-
ligi uygulanarak elde edilen

l<r?,R?

32 52 1/2
s R2>|<<r R; SY2p? RS, >

In? In?

esitsizliginin sag tarafindaki ifadelerin limiti yi-
ne sifir olur. Bu sonuglar ile

rl]m(< rli’rzzn >—< F\>:I.2n'R22n >):_< Rlz’RZZ >

elde edilir. Boylece (21) ifadesinin limiti

1/4

: 4Q/3)"?
lim(| 5+, [ [an FRIE+ g]

olarak bulunur. Bunun sonucunda, (19) limiti

(2-b)3((2Q/3)-b,)?

Ilm‘](ln’an)z 1 (22)

13
2
IR+ R2 | + M1

olarak elde edilir.

Boylece j<J(r,,1,,) esitsizligi ile (19) ve (22)
denklemler1 kullanilarak

4(%) _(2 b1)3/2 2Q b)1/2 bl?,/Zb;/Z (23)

ifadesinin ust

—b,)"? +b*%h,"? siirekli

bulunur. (23)

f(b,b,) =(2—bl)3’2(%Q

fonksiyonunun, 0<b <2 ve 0<h, <2Q/3 de-

gerleri i¢in, mutlak maksimumu hesaplanarak
elde edilir. Bu durumda

max f (b,,b,) = 4(Q/3)"? bulunur. Bu sonug ile
(23) esitsizligi

siniri,

(2 b1)3/2 2Q b )1/2 bf/Zb;IZ =4(%j (24)

denklemine indirgenir. Sonug¢ olarak f(b,,b,)
stirekli fonksiyonu mutlak maksimum degerini
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(b,b,)=(0,0) ve (b,b,)=(2,2Q/3) noktala-
rinda aldigindan ve ayrica Lieb’in Kompaktlik
Lemmast nedeniyle b, #0 ve b, #0 oldugun-
dan, (24) denkleminin tek ¢oztimii, f fonksi-

yonunun mutlak maksimum degerini aldig
(b,b,) =(2,2Q/3) noktasidir.

Bu sonug ile (R, R,) dizilerinin
H'(R)xH*(R) uzaymndaki  (R,R,)#(0,0)
fonksiyonlarina kuvvetli yakinsadigi, yani
J(u,v) fonksiyonelini minimize eden bir fonk-

siyon ciftinin varlig1 gosterilmis olur.

Bundan sonra (F:’1 F~22) fonksiyon ¢iftinin pozi-
tifligini gostermek i¢in R, #0 ve R, #0 oldugu
gosterilmelidir. (Ii’l,liz) fonksiyonlart J fonk-
ettiginden

siyonelini minimize her

(u,v) e H(R) x HY(R) igin

J(R,R,)<I(u,v)

yazilabilir. (7) denklem sisteminin ¢6ziimii olan
herhangi (R,,0) ve (0,R,) fonksiyon giftlerinin
J fonksiyonelini minimize ettigini gostermek
icin;

kosulunu saglayan ve (7) denklem sisteminin
¢ozimi olan en az bir (0,V) ¢iftinin G=0 ve
V=0 olacak sekilde var oldugunu gdstermek

gerekir. Bu durumda eger (G,V):%(ﬁl,ﬁi)

veya (0,7) = —=(R,,R,) olarak segilirse iki du-

1
2
rumda da (7) sisteminin saglandig1 goriilebilir.
Ayrica;

J(—= ) J(R,0) ve

%@'
<-.§U

2)= JO,R,)

ﬁl‘ po]
kl‘ po]
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oldugundan (25) kosulu da saglanmisg ve J
fonksiyonelini minimize eden (R,R,) fonksi-
yon ¢iftinin pozitifligi gésterilmis olur.

Son olarak (F:’l, Iiz) fonksiyonlarmin J(u,V)
fonksiyonelinin (14) ile verilen Euler-Lagrange

denklemlerini sagladigr gosterilmelidir. Bunun
icin J(u,v) fonksiyonelinin

53 =L 3 on Byvon) =0
&

her n,,17, € C5 (R)

seklinde tanimlanan birinci varyasyonu hesap-
lanmalidir. Bu asamada Pohozaev 6zdesliklerini
saglayan

~ ~ ~ ~ 20
IRIE +IR, 2= 2, IR I 1R ll2= 3

kisitlar1 ve

J

R

(Q(F?f —F%)—%(Fif —ﬁ§)2]dx=o

seklini alan (8) Pohozaev 6zdesligi kullanilirsa,
J(u,v) fonksiyonelinin varyasyonu

83 = A[{I-R,, + QR +7€* (R’ —R)RIn,
R
[_Iiz,xx +Q§2 + 7/e2(|f\;12 - ﬁ22)§2]772}dx =0,
seklinde elde edilir. Burada A katsayisi

(IR I +IIR, 1)
7

A= 1
A R, 113 + 1R, IB)® I R+ R, 12

olarak tanimlanmistir. J(u,v) fonksiyonelinin
keyfi n, ve n, fonksiyonlar: i¢in sifir olmasi,
ancak ve ancak (R,,R,) fonksiyonlarmmn (14)

sistemini saglamasi ile mimkiindiir. Diger bir
deyisle J(u,v) fonksiyonelinin Euler-Lagrange
denklemleri  (14) denklem sistemidir ve
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R =eF~2i, (i=12) fonksiyonlar1 (7) sistemini
saglar.

Uyari: (4) denklem sisteminin

H=[(8F +lw, P+ +lw [)u)dx

seklinde bir enerji fonksiyoneli vardir. Yalniz
dalga ¢6ziimleri i¢in bu enerji fonksiyoneli

H = [(RE+ RS, + 5 (RY 4RO =7 (R + RY))ox

seklini alir. a pozitif bir sabit olmak tizere sis-
temin enerji fonksiyoneli ve (13) ile verilmis
J(u,v) fonksiyoneli arasinda

1

infJ(R,R,) (20)

H(R,R,)>-a

seklinde bir esitsizlik mevcuttur. (26) esitsizligi
H enerji fonksiyonelini minimize eden temel
durum ¢6ziimlerinin ayni zamanda J fonksiyo-
nelini de minimize ettigini gosterir.
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