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Tabakali elastik bir yarim uzayda nonlineer Rayleigh dalgalarinin

yayilmasi
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Ozet

Bu calismada farklt bir homojen, izotrop nonlineer hiperelastik malzemeden olusan sonlu ve diizgiin
kalinlikl bir tabaka ile kapl elastik bir yarim uzayda kii¢iik ama sonlu genlikli genellestirilmis Rayleigh tipi
yiizey dalgalarinin yayilmasi incelenmistir. Harmonik rezonansin olmadigi kabulu ile bir pertiirbasyon
metodu kullanmlarak dalgalarin self modiilasyonunun asimptotik olarak bir Nonlineer Schrodinger (NLS)
denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir. NLS denkleminin bilinen ozellikleri goz oniine alinarak
denklemin soliton tipi ¢oziimlerinin varligi ve ortami olusturan malzemelerin nonlineer ozelliklerinin dalga
modulasyonu tizerindeki etkisi nonlineer tabaka-nonlineer yarim uzay, nonlineer tabaka-lineer yarim uzay ve
lineer tabaka-nonlineer yarim uzay modelleri icin gozlemlenmistir. Analizde ayrica sabit bir dalga sayisi k
icin tabaka kalinliginin ¢ok ince olmasi durumunda, h—0 limiti altinda, yani ince tabaka yaklasimi altinda
NLS' denkleminin katsayilarimin davramiglart analiz edilmistir. Sayisal incelemelerde hipotetik malzeme
modelleri yaminda gergcek malzeme modelleri de kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Rayleigh dalgalar, self modiilasyon, Nonlineer Schrodinger denklemi (NLS).

The propagation of nonlinear Rayleigh waves in a layered elastic half-space
Abstract

In this work, the propagation of small but finite amplitude generalized Rayleigh waves in an elastic half-
space covered by a different elastic layer of uniform and finite thickness is considered. The constituent
materials are assumed to be homogeneous, isotropic, compressible hyperelastic. Excluding the harmonic
resonance phenomena, it is shown that the nonlinear self modulation of generalized Rayleigh waves is
governed asymptotically by a nonlinear Schrédinger (NLS) equation. The stability of the solutions and the
exictence of solitary wave-type solutions of a NLS are strongly depend on the sign of the product of the
coefficients of the nonlinear and dispersion terms of the equation. Therefore the analysis continues with the
examination of dependence of these coefficients on the nonlinear material parameters. Three different
models have been considered which are nonlinear layer-nonlinear half space, linear layer- nonlinear half
space and nonlinear layer -linear half space. The behavior of the coefficients of the NLS equation was also
analyzed under the limit as h (thickness of the layer) goes to zero and k (the wave number) is constant. Then
conclusions are drawn about the effect of nonlinear material parameters on the wave modulation. In the
numerical investigations both hypothetical and real material models are used.

Keywords: Nonlinear Rayleigh waves, self modulation, nonlinear Schrédinger equation (NLS).
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Giris

Elastik dalgalar ve elastik ylizey dalgalar1 ile
ilgili incelemeler, jeofizikte, malzemelerin tahri-
batsiz muayeneleri ve elektronik sinyal isleme
cihazlar teknolojileri gibi degisik dnemli uygu-
lama alanlar1 bulmasit nedeni ile 20.yiizyilin
baslarindan bugiine kadar devam edegelmistir.
Yakin zamanlarda daha 6nce su dalgalari, akis-
kanlar mekaniginin diger dallar1, plazma fizigi
gibi degisik uygulama alanlarinda oldukca yaygin
olarak kullanilmis olan asimptotik pertiirbasyon
yontemleri ile hem dispersiyon olaymnin ortaya
ciktig1 hem de dalga yayilmasi olaylarinda dis-
persiyonun ortaya ¢ikmasina neden olan sinir-
lara sahip nonlineer elastik ortamlarda cesitli
tipten problemler incelenmistir. Bunlardan bir
kism1 homojen izotrop elastik bir yarim uzayda
Rayleigh dalgalarinin yayilmasi ile ilgilidirler
(Kalyanasundaram, 1981; Parker, 1983; Parker,
1988). Bu ¢alismalarda dispersif olmayan Rayleigh
dalgalar1 i¢in yayilma ve g¢esitli harmonik
etkilesim problemleri ele alinmistir. Son yillarda
ince bir tabaka ile kapl elastik bir yarim uzayda
Rayleigh dalgalarinin yayilmalari, dalgalarin
yayllma olayima nonlineerligin etkisi ve soliton
tipi dalgalarin varlig1 {izerine bazi1 arastirmalar
mevcuttur Maugin vd., 1992; Porubov ve
Samsonov, 1995; Eckl vd., 1998; Eckl vd., 2001;
Kovalev vd., 2002). Bu c¢alismalarda "ince
tabaka", "lineer tabaka", "lineer yarim uzay"
varsayimlari yapilarak sonuglar elde edilmistir.

Tabakanin ¢ok ince olmasi varsayimi, yani ince
film yaklasimi altinda yapilan incelemeler bazi
uygulamalar agisindan 6énemli olmalarina ragmen
tabakanin sonlu kalinlikli oldugu kabulu ile bir
asimptotik yontem kullanilarak problem ince-
lendiginde farkli ve degisik sonuglar elde edile-
bilir. Bu dikkate alinarak, bu calismada, sonlu
kalinlikli ve ikinci mertebe nonlineer homojen
izotrop elastik bir malzeme ile kapl, farkli bir
ikinci mertebe nonlineer homojen izotrop elastik
malzemeden meydana gelen bir yarim uzayda
Rayleigh tipi ylizey dalgalarinin modulasyonu
bir pertiirbasyon metodu kullanilarak incelen-
mektedir. Incelemede "lineer yarim uzay", "lineer
tabaka", "ince tabaka" varsayimlar1 yapilma-
maktadir. Dolayisi ile elde edilen sonuglardan
tabakanin kalinliginin, tabakanin ve yarim uzayin

nonlineerliginin yayilma olayi {izerindeki etkile-
rini incelemek miimkiin olacaktir. Calismanin
ilk bolimiinde nonlineer tabakali bir yarim
uzayda Rayleigh tipi ylizey dalgalarinin yayil-
masini karakterize eden hareket denklemleri ve
sinir kosullart tiiretilmistir. Yukarida da belirtil-
digi gibi tabakanin sonlu uniform kalinlikl
oldugu ve hem tabakanin hem de yarim uzayin
farkli ozelliklere sahip ikinci mertebe nonlineer
homojen izotrop elastik malzemelerden meyda-
na geldigi varsayilmistir. Ayrica tabaka ile
yarim uzayin ideal olarak bagli olduklar1 da
varsayilmaktadir. Yani tabaka ile yarim uzayin
ara yiizeyi lizerinde yerdegistirmeler ve gerilmeler
stireklidirler. Daha sonra nonlineer yayilmay1
modelleyen sinirdeger probleminin nonlineer
dalga modulasyonu i¢in asimptotik analiz
yapilmistir. Analizde degisik Olcekler metodu
kullanilmistir. Zayif nonlineerlikle dispersiyon
dengelenerek modulasyonun asimptotik olarak
bir Nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile
karakterize edilebilecegi gosterilmistir. NLS
denkleminin ¢dzlimlerinin nonlineerlige bagl-
ligin1 incelemek igin tabakayi ve yarim uzayi
olusturan malzemelerin lineer 6zellikleri sabit
tutulmus, nonlineer malzeme parametreleri de-
gistirilerek, genellestirilmis nonlineer Rayleigh
dalgalarinin modulasyonunu karakterize eden
NLS denkleminin katsayilarinin dalga sayilarina
gore degisimleri elde edilmistir. Bu inceleme
sayisal olarak gergeklestirilmis ve {i¢ ayri model
gbézonline alinmistir; (i) Nonlineer Tabaka-
Nonlineer Yarim Uzay, (ii) Lineer Tabaka-
Nonlineer Yarim Uzay, (iii) Nonlineer Tabaka-
Lineer Yarim Uzay. Ayrica kh—0 limitinde
A'nin davranisint yarim uzayin nonlineerliginin
etkiledigi tabakanin nonlineer parametrelerinin
sabit tutulup, yarim uzayin nonlineer paramet-
releri degistirilerek de gozlemlenmistir. incele-
melerde ger¢ek malzeme modelleri de kullanil-
migtir.

Problemin tanimi ve temel denklemler
Ug boyutlu uzayda bir noktanin ayn1 dik kartez-
yen eksen takimina gore uzaysal ve maddesel
koordinatlar1 sira ile (Xx,,X,,X;) ve (X,,X,,X};)
sirali sayilar1 ile gosterilmektedir. Baslangic
konumunda:
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D={(X), X5, X3) 0<X, <h, X, ve X, €(-0,00)} (D)

bolgesini dolduran ve elastik bir malzemeden
olusan sonlu ve diizgiin h kalinlikl1 bir tabaka:

D,={(X, X, X3)| 0 <X, <h, X; ve X, €(<0,0)} (2)

bolgesini dolduran ve tabakadan farkli bir elastik
malzemeden olusan yarim uzayi1 kaplamaktadir.
Bu tabakali yarim uzayda X, ekseni boyunca

yayilan ve
X=X, +u™ (X, X,.t), x;=X;, i=1,2. (3)

denklemleri ile tanimlanan dalga hareketi bir

diizlem hareketidir veu!" D, bélgesindeki; u'®

1

D, bolgesindeki noktalarin sirasi ile X, yoniin-

deki yerdegistirme fonksiyonlaridir. Bu dalga
hareketine etki eden kiitle kuvvetlerinin bulun-
madig1 varsayilirsa olay1 betimleyen denklemler
maddesel koordinatlarda:

(m) .. (m)
(m) _ (m)

Tm) () () o™ 11y

BLB po ui 5 ) m:1,2 (4)

olarak yazilir. Burada T, birinci tir Piola-

Kirchhof gerilme tensdriinii, virgiilden sonraki
bir alt indis, bu indisin belirledigi kartezyen
koordinata goére kismi tiirevi ve u;’nun iizerin-
deki bir nokta da zamana gore kismi tiirevi
gostermektedir. p” ise ilgili ortamin baslangig
konumundaki yogunlugunu gostermektedir. Bir
alan biiyiikligliniin tizerindeki parantez igerisin-
deki indis m=1 i¢in biiyiikliigiin tabakaya m=2
icin ise biiyiikliigiin yarim uzaya ait oldugunu
gostermektedir. Bundan sonra tanimlanacak tiim
diferansiyel operatorlerde, fonksiyonlarda ve
katsayilarda da ayn1 uylasim gegerli olacaktir.

Dalga hareketi esnasinda X,=h serbest ylizeyi
iizerinde gerilmelerin sifir olmasi; X,=0 ara
ylizeyl boyunca yerdegistirmelerin ve gerilme-
lerin siirekli olmalar1 ve serbest yiizeyden
uzaklarda dalga hareketi sonucu olusan yer-
degistirmelerin sifira gitmeleri kosullarindan;

X,=h'da  T{=0 ve T{)=0, (5)
X,=0'da ugl)Zufz) ve u(21)=u(22), (6)

TY=T ve T)=T3, ()
X, &> -0 igin u? uf? 50 (8)

sinir kosullart yazilir. Yayilma ortamini olusturan
tabakanin ve yarim uzayn farkli homojen, izotrop,
nonlineer, sikisabilir hiper elastik malzemeler-
den olustuklar1 varsaymm ile kiigiik ama sonlu
genlikli dalgalarin yayilmasi incelendiginden bu
malzemeler i¢in gerilme deformasyon baginti-
lar1 kuadratik yaklagim altinda asagidaki formda
alinmaktadirlar;

(61+3m-+n)

ng=nmEﬁ%%M%M+ (trE)?

- (m—;n) (trE?)]3y, +H[2p-(mr+n)(trE)]E; 5y, ©)

tMtrE)uy  +2uE g uy g a8y AnE g Eyg 8y

Burada E lineer Lagrangian sekil degistirme
tensortidiir. A, p Lame (lineer) malzeme sabit-
leri; 1, m ve n ise Murnaghan (nonlineer) mal-
zeme sabitleridirler (Eringen ve Suhubi, 1974).
(4) ile verilen hareket denklemleri ile (5-8) ile
verilen sinir kosullarinda (9)’da verilen gerilme-
sekil degistirme bagimntilar1 kullanilir ve denk-

lemlerde (X,,X,,X;) yerine (X,Y,Z), ul™ ve

(m) (m)

uy” yerine de sira ile u o

ve v yazilirsa

yapilan yaklasim altinda tabakali bir elastik
yarim uzayda yayilan nonlineer Rayleigh tipi
ylizey dalgalarinin yayilmasini betimleyen hareket
denklemleri ve sinir kosullar1 agagidaki formlarda
elde edilirler;

L(lm) (u(m) ,V(m) ):Ngm) (u(m) ,V(m) ),
L(;ﬂ) (u (m) ’V(m) ):N(zm) (u (m) ’V(m) ).

(10a)
(10b)

Y=h'da B’ (@®v")=0,BY " ,v)=0;(11)

Y=0'da u) =u(2), v =y R (12a,b)
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B () yD)=B (® v®),

(12¢,d)
BO (u® v0)=BO (u® v,

@

Y - -0 igin u? v® 5 0.

(13)

Burada lineer L™ ve nonlineer N{™ve B™,
(1=1,2), operatorleri

2 (m
L (™ (m))_a u™ o u™
ot M ax?
u™ o2y
-C -(c; -c 14a
T oY’ (i, mT)aan (142)
2_(m
L (™ <m>)_5 v o ot
ot? Mgy’
o™ ™
. —-(¢c. ¢ 14b
X2 (Cin, mT)aan (14b)

m m m 6 m au(m) m av(m)
N v =— " () e ()
ou™ oy™

oY o0X

m) m
(m Ou™ 3V )+n(m)
P X ey

0 ou™ )
K@ =g — K]

oY oX

o . O Sov™® L au™
Ng )(u( ),V( )):a_X[(anf) 4 ()

d @ aV(m) 5 (m) 5
+— — ) (=
oY [ ( oY )y ( )

(m) A (m)
(m) ou ov n (m)

+2
up) X oy M3

B (u™ v )—¢
( e, Y X

(m) (m)
2 O e e )2
L 6Y L oY

™ gytm

B(™ (u(™ (m>) 2

) + m) oU 611

+(m)
) ( X T ey

+r|1m)(

my Ou™ au(m) 6V m)

AR
™oy Tox M

(16b)

au(m) av(m) R (m) au(m) av(m)
Y)+(6X) X )

olarak tanimlanmaktadirlar. Ayrica ci}r =u™/p™

ve K™ (

ve —(X(m) +2u™)/pi™ *dir ve m=1 i¢in taba-

kadakl, m=2 i¢in yarim uzaydaki siras1 ile lineer
enine ve boyuna dalgalarin yayilma hizlarim

o

gostermektedirler. x=p; ’dir ve ilgili ortamin

nonlineer davramgini karakterize eden 1™
sabitleri ise B (™ =3 X(m)/2+3l(m)+3u(m),
B =\ ™)/2431) 1 ™ B =y )y (m)

(m)ZX(m)/Zﬂ,L m(m) /4 olmak {izere

(m) =P (m) p ) olarak tanimlanmuslardir.

Genellestirilmis Rayleigh dalgalarinin

non lineer self modulasyonu

Bu bdliimde tabakali yarim uzayda yayilan
boyuna ve enine dalgalarin faz hizlar1 arasinda
¢, <Cj <¢, <c, esitsizliginin gegerli oldugu

varsayimi ile inceleme yiiriitiilmektedir. Bu
varsayim altinda, dalgalarin faz hiz1 c, “e<c,

esitsizligini saglamasi durumunda tabakali yarim
uzayin serbest yiizeyinden uzaklastikga yer-
degistirmelerin sifira gittigi bir ylizey dalgasi
hareketi varolacaktir, aksi halde yerdegistirmeler
derinlik arttikga smursiz olarak biiyliyecektir
(Ewing vd., 1957; Achenbach, 1973). Dolayisi
ile c:

€}, <C€j, <C<Cp <, , € <C<C; <Cp <C,

(17)

c<¢;, <¢p <¢, <C, ,

esitsizliklerinden birini sagladiginda fiziksel an-
lam1 olan bir ylizey dalga hareketi varolacaktir.
Diger taraftan ¢, <c<¢, oldugunda yani (17)’deki

ilk esitsizlik saglandiginda tabakali yarim uzaym
serbest yiizeyine paralel yonde ilerleyen, bu
yone dik yonde tabaka igerisinde Y’ye gore
periyodik bir degisim sergileyen, yarim uzayda
ise derinlik arttikca yer degistirmelerin sifira
gittigi bir ylizey dalgas1 hareketi olugmaktadir.
Bu durumda dalga hareketi tabaka icerisinde
yogunlagmaktadir. Bu dalgalar genellestirilmis
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Rayleigh dalgalar1 olarak adlandirilmaktadirlar
(Ewing vd., 1957).

Bu boéliimde, lineer 6zellikleri (17)’deki ilk esit-
sizligi saglayan tabakali bir nonlineer elastik
yarim uzayda kiiciik ama sonlu genlikli genel-
lestirilmis Rayleigh tipi ylizey dalgalarinin self
modulasyonu bir asimptotik pertiirbasyon yontemi
olan degisik dlgekler yontemi kullanilarak ince-
lenecektir (Jeffrey ve Kawahara, 1982). Bu amagla,
>0 nonlineerligin mertebesini 6lgen kiiciik bir
parametre olmak iizere, X, Y ve t bagimsiz
degiskenleri yerine:

x;=¢'X, y;=¢'Y ve t;=¢'t, i=0,1,2 (18)
bagintilari ile yeni bagimsiz degiskenler taniml-
anmaktadir. Burada (x,,y,.t,) degiskenleri hizli

degisimleri; (x,,y,.t;), i=1,2 degiskenleri yavas
degisimleri karakterize etmektedirler. Tabakaya
ait yer degistirme fonksiyonlarmin, u" ve v,

(Xg> X;5 Xy, Yoo tgs £, t,) 5 yarim uzaya ait yer-

degistirme fonksiyonlarmin, u® ve v?, ise

(Xp> X5 X5 You ¥i» Yoo tg0 £, £,)  degiskenlerine
bagli olduklar1 varsayilmaktadir. Daha sonra
u™ ve v™ fonksiyonlarinin {&"} asimptotik
dizisine gore

um = Zgn () ) zgn (m)

(19)

yapilarinda uniform gegerli asimptotik agilimlara
sahip olduklar1 varsayilmaktadir. Eger (10) ile
verilen hareket denklemleri ve (11-13) ile verilen
sinir kosullar1 (18)’de verilen yeni degiskenler
cinsinden yazilir ve daha sonra (19)’da verilen
asimptotik acilimlar kullanilirsa, € "un ayni kuv-

vetlerinin katsayilar1 esitlenerek uflm) ve Vflm)

fonksiyonlarinin ardasik olarak hesaplanabile-
cekleri bir problemler hiyerarsisi elde edilir.
Bunlardan ilk ti¢ii asagida verilmektedir;

O(e):

LY @™ v™)=0, LY @™v{")=0  (20)

y,=h 'da
By (ui”.vi")=0, By (" vi")=0; (21)
yo=0'da ul(l)Zul(z), Vl(l):VI(z), (22a,b)

(1) M\ r@ 2) ., @
1(1 (ul V] )KB1(1)(1 »V1 ),

ve (22¢,d)

BY (v, V)=kBY v,
Yo —> - icin ul(z) ,Vl(z) - 0. (23)
O(g%):

L @™ ve™ L ™ v ™)=N ) (™ ™),

L) (L) (@™ NG @ i)
(24)
1 1) (1) (1
) By (u”.vi" uf vi")=0, 05
yo:' 1 1 1 1 1 25
B (uf! v ) v)-0;
y,=0'da u2(1)=u2(2), Vz(l)zvz(z), (26a,b)

Ve

(OFNORORNORG @ 1@ v@ @ @
Bl(z)(u1 Va0, vy )= KBI(Z)(u1 viuy vy,

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
BY) ! "0 ) =BE) (v u v
(26¢,d)
yo = -0 igin  u,?,v,? 50. (27)
0O(’):

L @ )L @ )L @ ()

N () ) ) )y

1(3) Uy Vs (28a)

L(;(?) (ugm)’ gm) ) +L(m) (u(m) (m) ) +L(m) (u(m) %m))

N(m) (™ ) )y

20 2 V2 (28b)
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y,=h'da
D) (D) 1) @) 1) (1) (D=
Bl(z) (ul 3V1 auz 7V2 7u3 9V3 )_Oa (29)
1 D (1) (1) (1) (1) . (Dy_p.
B(Z(Z) (ug ),v§ ),u(2 ),V(2 ),ug ),Vg ))—O,
y,=0 'da u3(1)=u3(2), V3(1):V3(2), (30a,b)
ve
B{l) (ugl)’V{I)’u(zl),v(zl),ugl)avgl))
; @) 1, 2 ;2 2 2 (2 (300)
:KBl(z)(ul ’Vl ,u2 5V2 ,U3 7V3 )5
(@) 1) (M) ;1) (1) (1) (1)
Bz(z) (uy vy uuy 7, vy uy vy )
) 2 2 ;) ,(2) ;) (2 (3Od)
:KBz(z)(u] :V] 7u2 aV2 ,U3 5V3 )7
Yo = -0 i¢in u3(2),v3(2)—)0. (31)

Burada L(i‘::)), Nl(:)) ve Bl(:)) diferansiyel opera-

torleri (14)’de tammlanan L%, N™ ve B™
diferansiyel operatorlerinde sirast ile X, Y ve t
yerine Xo, Yo ve tp yazilmasi ile elde edilen

operatorlerdir. L(ir(’]_l)), N™ ve Bfg)‘) , j=2.,3, dife-

'G)
ransiyel operatorlerinin agik yapilari ise ¢ok
kalabalik yapida olduklar1 i¢in burada verilme-
yeceklerdir. Dikkat edilirse birinci mertebe
problem klasik lineer problem ile es yapidadir.
Daha iist mertebe problemler ise, sag yanlarin-
daki terimler bir 6nceki problemlerden belirle-
necekleri i¢in, homojen olmayan lineer prob-
lemlerdir. Genellestirilmis Rayleigh dalgalarinin
self modulasyonu incelendiginden, birinci mertebe
problemdeki (20) hareket denklemlerinin ¢éziimleri
(23) radyasyon kosulunun kullanilmast ile:

o0
M= () QilkpLyo 4 A () o-ikkpryo
ul ;(Al(l)e A e

_pTA(l) eilkPTYO _|_pTA(l)

Ailkpryo \Qile
30 40)© )eP+c.c. (32a)

H_\ (0 Jilkpry () ilkpLy
Vi _Z(pLAl(l)e LO‘pLAz(l)e o
=1

(32b)
+A(l) ei/kaYo +A(l) e-i/kaYO )eiltl) +ce
3 41y e

o0

@ = () ofkviyo 4 ) okviyoaile

u, Z(Bl(l)e +1VTB2(1)C )e " +c.c.
I=1

2) _ - . 0 Ik 1 Ik il
Vg )_z (-IVLBg(?)e VLYo +B(2()1)e VLYo )el ?tcc.
=1
(32¢c,d)

olarak yazilirlar. Burada bir “c.c.” kendinden
onceki terimlerin kompleks eslenigini temsil
etmektedir, ayrica ¢=kx,-ot, ve a=L,T i¢in,
p(){:(cz/clza-l)l/2 ve Vaz(l-Cz/Céq)l/z olarak ta-
nimlanmaktadirlar. ® acisal frekans, k dalga
say1sl, Af(ll)) ve ng) katsay1 fonksiyonlar1 ise

(x,X5,t,t,) yavas degiskenlere bagl birinci
mertebe dalga genligi fonksiyonlarini temsil
etmektedirler ve problemin sinir kosullar1 kulla-
nilarak belirlenirler. (32) ile verilen ¢ozlimler
(21-22) smir kosullarinda kullanilirsa:

O_ra® @) ) ) @) @) 1T
Ui [Al(l) AZ(I) A3(1) A4<1) Bl(l) BZ(])] (33)
olmak tizere:
wul =0, I=1.2,. (34)

homojen cebrik denklem sistemi elde edilir ve
W,, =1 i¢in dispersiyon matrisidir. (34) siste-
minin /=1 i¢in bir non-trivial ¢dziime sahip
olmasi i¢in

detW, =0 (35)

olmas1 gerekir ve bu da lineer dalgalara ait
dispersiyon bagintisin1 verir. Bu calismada ge-
nellestirilmis Rayleigh dalgalarinin self modu-
lasyonu incelendigi i¢in esas moda ait dalga
sayisinin harmonik rezonans kosulunu sagla-
madig1, yani /> 2 i¢in detW, # 0 oldugu, kabul
edilmekte ve bu mertebede ¢Oziimlerde uzun
dalgay1 temsil eden kisimlar 6zdes olarak sifir
alinmaktadir. Bu kosullar altinda (34) cebrik
denklem sisteminin ¢o6ziimleri R, WR=0
denklemini saglayan bir siitun vektdr olmak
uzere:
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=1
[>2

U =4,(x,,%,,t,,t,)R
U =0

i¢in (36)

icin (37)

olarak elde edilirler. Burada 4, dalga modulas-

yonunun yavas degiskenlere bagl birinci mertebe
kompleks genlik fonksiyonudur. (36-37) kulla-
nilarak birinci mertebe ¢éziimler

ugl): Al (RlelkayO +Rze'1kaYO

. . . (38a)
_pTR3elkPTYO +pTR4e'11kPTYO )e'?+c.c.
Vgl): Al (pLRleikayo _pLRze'ikaYO (355)
+R ;e PTY0 4R ¢ PTY0 )0 4 ¢ ¢
u?= 4 (R0 +iv R &) +cc.  (38¢)
V§2) = 4,(-iv,R SekVLYO +R 6evay0 Ye'®+c.c. (38d)

olarak elde edilirler. (38) c¢oziimleri ile klasik
lineer problemin ¢o6ziimleri ayn1 formdadirlar.
Yanliz lineer problemde A; sabit iken burada
dalga katarmin nonlineer self modulasyonunu
temsil eden yavas degisen genlik fonksiyonudur.
Birinci mertebe pertiirbasyon probleminin ¢6-
ziimlerinin tamamen belirlenebilmesi i¢in 4;’in
hesaplanmas1 yeterli olacaktir. Bu amagla (38)
ile verilen birinci mertebe c¢oziimler ikinci
mertebe problemin (24) ile verilen hareket
denklemlerinde kullanilirsa bu denklemler asa-
g1daki formlara indirgenirler;

(m) (m) (m) (m) oiep 4. (m) 2,210
Ll(l) (uy )= Bl(z) i) Are™P+c.c.  (39a)
2
LS @ v = J4|
(39b)

m) Gip .\ (m) 42,2i¢
+(Bz(2) +y2(2)Ale +c.c.)

)

Denklemlerin sag yanlarindaki a(zn) ve y™ Kat-

'@
say1 fonksiyonlar1 y, degiskenine; Bi((z)) ‘lar ise

(X,X,, % t; ,t,) degiskenlerine baghdirlar. Dikkat

edilirse (39)’daki denklemlerin sag yanlarinda
temel ve ikinci harmonikleri temsil eden terim-

lerin yaninda, yani e ve el terimler, X,
, hizli degiskenlerine bagli olmayan terimler
(1) @ 2
o0 4 ve o5 14,
uzun dalga yayilimu ile ilgili terimlerdir ve ikin-
ci mertebe problemde birinci mertebe ¢oziim-
lerin katkisini temsil eden kaynak terimlerini
olustururlar ve benzer terimler sinir kosullarinda
da ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle ikinci mertebe
problemin ¢oziimleri:

bulunmaktadir. Bunlar

5y 0
olarak iki parcaya ayrilabilir. Burada 6{"ve ¥{"

fonksiyonlar1 uzun dalgalar1 temsil eden ¢6ziim-
lerdir ve m=1 i¢in (Xx,.X,,y,.t,,t,) degiskenle-
rine; m=2 i¢in (X,,X,,y,.¥;»Y,.t;.t,) degisken-

) (m)

lerine baglhidirlar. u(2 ve v, fonksiyonlar ise

(XpX
modulasyonunu temsil eden c¢oziimleri belirt-

) ve ¥

1X5,¥,0t0st5t, ) degiskenlerine bagl dalga

mektedirler. u(m cozlimleri hesaplanip

(40) ile verilen toplamsal ayristirma ile birlikte
(24) denklemlerinde ve (25-26) sinir kosulla-

(m) (m)

rinda kullanilirsa uy” ve v;" mod ¢oziimlerinin

hesaplanabilecegi smir deger problemi elde edilir.
(m)

Bu smir deger problemininuy ™’ ve v ) ¢oziim-
leri:
W T G, v ST (4

formunda iki parcaya ayrilabilir, yleki u(m)

V" elde edilen denklemlerin 6zel ¢oziimlerini

temsil etmektedirler ve belirsiz katsayilar yé')nte—

mi kurallar1 uygulanarak belirlenirler. u( )y

V(2 ) ise (41) ¢oziim formlarinin hareket denk-

lemlerinde ve sinir kosullarinda kullanilmasi ile
elde edilen homojen denklemlerin ve homojen

olmayan smlr kosullarinin  ¢oziimleridirler.
i ve ¥ ¢oziimleri birinci mertebe homojen
denklem ¢oziimleri gibi (32)’de verilen formda-

dirlar. Burada Ai((ll)) ve Bgi?) katsayilar1 yerine
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0

siras1 ile A
12)

ve BY  yazilmalidir. A" ve
I (&)

Bf(lz)) ’ler ikinci mertebe dalga genligi fonksiyon-

)

lardirlar. @ ve ¥ ¢oziimleri homojen olma-

yan sinir kosullarinda kullanilirsa asagidaki cebrik
denklem sistemi elde edilir.

w,u{=by . (42)
D AD AD AD AD gO) gl 4T

Burada U _[Al(z)Az(z)A3(2)A 4(2)Bl(2)B2(2) ,

b =0, I>3icin b =0 ve

b(zl)z-i(% OW, 04, oW, ) (43)
ot, oo 0x; 0k

dir. /=1 igin detW,=0 ve b{” #0 oldugu icin
(42) denkleminin /=1 i¢in bir ¢dziime sahip
olabilmesi i¢in L, LW, =0 denklemi ile tanim-
lanan bir satir vektor olmak tlizere

L.b{"=0 (44)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerekir. Gerekli
ara islemlerden sonra (44) kosulundan:

Xy %zo,vgz-(L%R)/(L%

R) (45
o gt ok oo D)

elde edilir. Burada V, dalgalarin grup hizidir.
(45) denklemi A;’in V, grup hiz1 ile ilerleyen

bir referans ¢ercevesinde sabit kaldigini gosterir,
yani 4 (x;-V,t;,X,.t,) yapisinda olacaktir. (42)
denkleminin /=1 i¢in ¢6zliimii,

04, ,OR

OR
ULV =4, (x,,%5,t,t, ) R-A—L (—+V. —) (46
3 =4, (XX5,t0t5) aXl(ak gaw) (46)

olarak elde edilir (Teymur, 1988; Ahmetolan ve
Teymur, 2003). Diger taraftan [#1 icin

detW, =0 ve [#1,2 igin de by’ =0 oldugun-
dan (42) denkleminin ¢oziimleri /=2 igin
UP=W;'b{? ve 1>3 icin ise U =0 olarak

elde edilir. Burada A4, dalga modulasyonunun
ikinci mertebe yavas degisen genligini temsil
etmektedir ve gerektiginde daha iist mertebe
pertiirbasyon problemlerinin ¢éziimlerinden elde
edilebilir. Bu ¢alismada sonlu fakat kiiciik gen-
likli dalga yayilim ile ilgilenildigi i¢in yalnizca
birinci mertebe uniform gegerli ¢oziim insaa
edilmeye c¢alisilmaktadir, bu nedenle 4, ’in be-

lirlenmesi yeterli olacaktir. Bu amagla (38) ile
verilen birinci mertebe ¢oziimler ile ikinci
mertebe ¢Oziimler iigilincli mertebe pertiirbasyon
probleminin (24) ile verilen denklemlerinde
kullanilirsa,

(1) (1 (M) M)y (m) | p(m)io
Li(l)(u3 V3 )(Xl(s) (31(3)6 c.c.) 7

Rip _+3i .
+He™ e terimler), i,m=1,2

denklemleri elde edilir. Burada ai(gl)) ve Bfg‘))

katsay1 fonksiyonlar1 (x,,X,,y,.t;,t,) degisken-

lerine bagli ifadeler igermektedirler. Dikkat
edilirse, tlglincii mertebe probleme ait (47)
denklemleri de, ikinci mertebe problemdeki gibi
sag yanlarinda dalga modulasyonu ile ilgili
terimler yaninda uzun dalga ile ilgili kaynak
terimleri de barindirmaktadirlar. Dolayis1 ile bu
denklemlerin ¢oztimleri de (40) formunda yani,

uW =" +u™ ve vW=4"+y™ olarak iki

A (m)

pargaya ayrilir yleki, 4{™ ve V"™ fonksiyonlari

uzun dalgalar; u{™ve v{™ fonksiyonlar: ise

dalga modulasyonunu temsil eden ¢oziimlerdir.

1™ ve ¥ ¢oziimleri elde edilip, ui™ve vi™

icin verilen toplamsal ayristirma ile birlikte
ticiincii mertebe pertiirbasyon probleminin (47)
denklemleri ile (25-26) simir kosullarinda
kullanilirsa dalga modulasyonunu temsil eden
cozliimler i¢in, ikinci mertebede oldugu gibi bir
sinir deger problemi elde edilir. Bu sinirdeger
probleminin ¢6ziimleri, ikinci mertebe problemde

oldugu gibi u™=a™+a™ ve vi"=v" 3"
formunda iki parcaya ayrilabilir, dyleki ﬁgm) ve
V" elde edilen denklemlerin ozel ¢oziimleri;
G (m) ~gm)

uy "’ ve vy~ ise yukarida tanimlanan ¢6ziim

formlarinin hareket denklemlerinde ve sinir
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kosullarinda kullanilmas: ile elde edilen homo-
jen denklemlerin ve homojen olmayan sinir kosul-

larinin ¢oziimleridirler ve u{™ )—Ze(m)) e¥ice. ve
=1

ng) = Zf (mefio o o olarak alinir. Burada e™
s le

ve fg) terimleri (X,.X,.y,.t;»t,) degiskenlerine

bagl ve /=1 icin dalgalarin self enteraksiyonu
ile 1ilgili; /=2,3 icin ise ikinci ve iiglincli
harmonik enteraksiyonu etkilerini gdsteren
fonksiyonlardir. Bu incelemede, genellestirilmis
Rayleigh dalgalarinin nonlineer self modulas-
yonu ile ilgilenildiginden birinci mertebe uniform

gecerli ¢bziimlerin insaasi igin e®’li terimin
katsay1 fonksiyonlar1 eﬁ’}l)) ve fl(:;) ’nin belirlen-

(m)

meleri yeterli olacaktir. Diger taraftan uy"~ ve

(m) ¢Ozlimleri (32)’deki ¢o6ziim formunda A(Z)

) U] (1)
ve B i katsayilar1 yerine Ai(s) B e
yazilarak almabilir. Bu ¢6ziimler ile u(™, v{™,
u”, vV, ™ ve v coziimleri iigiincii

mertebe problemin yukarida elde edilen sinir
kosullarinda kullanilmasi ile:

w,u{’=b{’ (48)

elde edilir. Burada /=1,2,3 igin by’ 0 ve />4
i¢cin de bgl) =0 dir. Uzun ara islemlerden sonra

=1 igin bgl) asagidaki formda yazilabilir,

b= (aw1 04, OW, 04, 2R (awl 04,
oo ot, ok ox, do o,
oW, o4 o1 82W * 4, 52w1 04,
ok axz) 2 Blos 61:12 > dodk Ox,0t,
62W 04, oW, 0°4) oW, 2’4
Al o R ok ox; oo Gxﬁtl)

OR R *)
4V Z2)+FI4 P A
(ak . 8(0) l4,1” 4,

Burada F vektorii lineer ve nonlineer malzeme
parametreleri ve dalga sayisina baghdir ve

nonlineer malzeme sabitleri 1™ =0 oldugunda
F=0’dir. /=1 igin (48) denkleminin nontrivial
¢Ozliimiiniin olmasi i¢in L.bgl)ZO uygunluk ko-
sulunun saglanmas1 gerekir. 4,’nin de A4, gibi

(X,-V,4t;) formunda oldugu kabul edilir ise ve
=ot,, &=ke (x,-V,t,), 4=k4;, T=k’T/o ve

A=A/ok® boyutsuz degiskenlerinin ve sabitle-
rinin tanimlanmasi ile uygunluk kosulundan A
genlik fonksiyonu i¢in

04 _0*4

1—+F—+A|A| A=0 (50)
ot o8

elde edilir. Burada A=-L.F/[L(OW,/00)R] ve

I'=d’w/2dk? olarak tanimlanmislardir. T katsay1
fonksiyonu sadece lineer; A ise hem lineer hem
de nonlineer malzeme O6zelliklerine bagl katsa-
yilardir. Bu denklem bir nonlineer Schrédinger
(NLS) denklemidir ve bir¢cok alanda nonlineer
dalga modiilasyonunu asimptotik olarak karak-
terize etmek i¢in tiiretilmistir (Ablowitz ve
Clarckson, 1991; Dodd vd., 1982). Dikkat edi-
lirse (50) denkleminin verilen bir A(E,0)=A (&)

baslangi¢ kosulu i¢in ¢oziimii bulunursa birinci
mertebe ¢Ozlimler (46) bagintilart kullanilarak
elde edilirler. Buradaki A (§) baslangi¢c degeri

de tabakali ortamdaki yerdegistirmelerin baslan-
gi¢ degerlerine baghdir.

Sonuclar ve tartisma

Sonlu ve uniform kalinlikli bir tabaka ile kapl
bir yarim uzayda yayilan genellestirilmis non-
lineer Rayleigh dalgalarinin self modulasyonu-
nun asimptotik olarak bir NLS denklemi ile
yonetildigi yukarida gosterilmistir. Asimptotik
dalga alanin1 karakterize eden NLS denkleminin
cozlimlerinin kararliligi ve cesitli soliton tipi
cozlimlerinin varliklarinin denklemin dispersi-
yon teriminin katsayisi I ile nonlineer teriminin
katsayisi A'nin carpimlarinin isaretine baglh
oldugu bilinmektedir. Ayrica |E| — oo icin sifira

giden baslangic uyarilari, eger 'A>0 ise bir dizi
zarf solitona; I'A<Q ise soOnen titresimlere
dontistirler (Dodd vd., 1982; Ablowitz ve
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Clarckson, 1991; Samsonov, 2001). Bu nedenle
nonlineer malzeme Ozelliklerinin dalga modu-
lasyonu tiizerindeki etkisini, yani ['A teriminin
isaretinin degisimine etkisini, gozlemlemek icin
tabaka ve yarim uzay1 meydana getiren malze-
melerin lineer 6zellikleri sabit alinip nonlineer
ozellikler degistirilerek ['A ¢arpiminin, dispersi-
yon bagmntisinin ilk dali i¢in, boyutsuz dalga
sayist K=kh’ya gore degisimi incelenmistir. Bu
inceleme, I" ve A’nin yapilar1 ¢ok karmagsik
oldugu icin sayisal olarak gerceklestirilmis ve
lic ayr1 model gozoniine alinmistir; nonlineer
tabaka-nonlineer yarim uzay, lineer tabaka-
nonlineer yarim uzay ve nonlineer tabaka-lineer
yarim uzay modelleri. Ayrica ince tabaka limiti
altinda, yani k=sabit, h—0 limiti altinda, I" ve
AN’nin davranislar1 da analize dahil edilmistir.
Ortam1 meydana getiren malzemelerin boyutsuz

lineer 6zellikleri, ¢, /¢, = 143, ¢,,./c, =0.365,
Cy, /(:2L =0.211 ve «=1.332 olarak alinmigtir

(Achenbach ve Epstein, 1967). Segilen bu lineer
model i¢in (35) ile verilen genellestirilmis
Rayleigh dalgalarina ait dispersiyon bagintisinin
ilk dali 0<K<1.3523 degerleri i¢in mevcuttur, ve
bu degerler i¢cin I'<O olmaktadir. Nonlineer

() 1 (m) /M(m) ve

m™=m™/u™ olarak boyutsuzlandirilmistir.
Sekill’de yarim uzaya ait nonlineer paramet-
reler (1%, m®) icin (-2,-2) degerleri verilerek
sabitlenmis, tabakaya ait nonlineer parametreler
icin degisik degerler secilerek tabakanin nonli-
neeritesinin ['A T{izerindeki etkisi gozlemlen-
mistir. Dikkat edilirse kii¢iik K dalga sayilarinda
(1, m™") igin secilen (2,2) ile (2,-2) nonlineer
modelleri ve (-2,-2) ile (-2,2) nonlineer model-
lerini temsil eden egrilerin davraniglar1 birbir-
lerine benzemektedirler. Buradan sabit bir k
dalga sayisina karsilik tabaka kalinliginin ¢ok
ince olmasi (h—0), yani kiigiikk K dalga sayi-
larinda tabakaya ait 1) parametresinin m™’e
gore ['A degisimi lizerinde ¢ok daha etkili
oldugu goriilebilir. Ayrica tabaka kalinlig: arttik-
ca, ya da K dalga sayis1 biiyilidiikge, tabaka igin
secilen herbir nonlineer modelin davranisi, be-
lirgin bir sekilde birbirlerinden farklilik gdster-
mektedir, yani tabakanin nonlineeritesinin tabaka
kalinligr arttikga dalga modulasyonu:

malzeme Ozellikleri de

0.03 — (l(l) m(l) )
1 * (lin. tabaka)

0.02 - - - - (22
(_2!_2)

---= (22
— 22
-0.03 : | : :

0.0 05 1.0
K=kh

1.35

Sekil 1. Tabakaya ait nonlineer malzeme
ozelliklerinin I'A’nin degigimi tizerindeki etkisi

iizerinde daha etkili oldugu goriilebilir. Ornegin
(2,-2) nonlineer modeli i¢cin K’nin biiylik deger-
lerinde I'’A>0 oldugu i¢in NLS denkleminin zarf
soliton c¢oOziimleri var iken tabakanin lineer
olmasi durumunda dark soliton ¢6ziimleri var
olmaktadir. Diger taraftan kii¢iik K degerlerinde
secilen tlim nonlineer modeller i¢in ['A>0
oldugundan zarf soliton tipi ¢oziimler var
olmaktadir. Sekil 2’de ise tabakaya ait nonlineer
malzeme parametreleri (1, m") igin (-2,-2)
degerleri alinmis ve yarim uzay i¢in degisik
nonlineer malzeme modelleri secilerek yarim
uzayim nonlineeritesinin dalga modulasyonu
tizerindeki etkisi gozlemlenmistir. Kiigiik K
dalga sayilarinda, ya da tabaka kalinliginin ¢ok
ince olmast durumuda (h—0), lineer yarim uzay
modeli ile nonlineer yarim uzay modelleri
karsilastirilacak olursa yarim uzayin nonlinee-
ritesinin etkisi belirgin bir sekilde goriilebilir.
Secilen tiim nonlineer yarim uzay modelleri i¢in
tabakanin ¢ok ince olmasi durumunda, kiigiik K
degerlerinde, I'A>0 oldugu icin zarf soliton
cozlimleri mevcut iken lineer yarim uzay mode-
linde A=0 oldugu i¢in 'A=0 olmaktadir. K’nin
biiyiik degerlerinde, yani tabaka kalinliginin
artmas1 durumunda yarim uzay i¢in secilen tiim
nonlineer modellerin davranislar1 birbirlerine
benzemektedir, yani yarim uzayin nonlineerlik
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0.03
aa{nga)
* *(lin. y.uzay)
0.02 C -2 (22
(-2,-2
0.01 ---- (22
<
. 0.00
-0.01 —
-0.02 —
-0.03 T
0.0 0.5 1.0 1.35

K=kh

Sekil 2. Yarim uzaya ait nonlineer malzeme
ozelliklerinin I'A’nin degisimi tizerindeki etkisi

etkisi biiyiik K degerlerinde azalmaktadir. Diger
taraftan Sekil 1 ve Sekil 2°de K =0.51 dege-
rinde ikinci harmonik rezonans durumu olus-
tugundan segilen lineer malzeme 6zellikleri igin
A, dolayisi ile I'A sinirsiz olarak biiytimektedir.
Bu nedenle bu kritik K dalga sayist civarinda
NLS denklemi dejenere olur, yani gegerliligini
yitirir.

Ger¢ek malzeme modelleri i¢in de I'A’nin bo-
yutsuz K dalga sayisina goére degisimlerini
incelemek i¢in farkli iki gergek model secilerek
I'A’nin  degisimi gozlemlenmistir (Seeger ve
Buck, 1960; Nagy, 2003). Aliiminyum tabaka-
demir yarim uzay modeli ic¢in lineer ve
nonlineer malzeme parametreleri ¢, /c; =0.485,

¢, /c, =0.174, =292 ve
T L

(1", m")=(0.485,0.32), (1¥,m"®)=(0.174,2.92)
degerlerini almaktadirlar. Armco demir tabaka-
bakir yarim uzay modeli i¢in ise lineer ve non-
lineer malzeme parametreleri c,_/c, =0.547,

¢, /c, =0.449, ¢, /c, =0.218, «=1.1328 ve
T T T L

(1, m")=(0.49,0.444), (1 ,m®)=(0.215,3.30)
degerlerini almaktadirlar. T'A’nin segilen iki
model i¢cin K’ya gore degisimleri i¢in Sekil 3 ve
Sekil 4°te ¢izim yapilmistir. Sekil 3°te segilen

¢,,./C, =0.321,

10.0 5

(Al) Tabaka- (Fe) Y. Uzay
= = =Lin. Tabaka- (Fe) Y. Uzay
% % (Al) Tabaka- Lin. Y.Uzay

KC=O.4174
'100 ' ' | T T |

0.0 0.5 1.0
K=kh

1.28

Sekil 3. (A1) tabaka-(Fe) yarim uzay gergek
malzeme modeli i¢in I'A'nin degigimi.

malzemelerin lineer oOzelliklerinden dolay1
K=0.4174 degerinde ikinci harmonik rezonans
durumu ortaya ¢ikiyor iken, Sekil 4’de secilen
malzeme modeli i¢in harmonik rezonansin orta-
ya c¢ikmadigi goriilmektedir. Secilen her iki
gercek model i¢cin c¢ok kiiciik K degerlerinde
yarim uzayin nonlineerlik etkisi belirgin bir
sekilde gortilmektedir. Secilen nonlineer yarim

0.01 —
(Armco iron) Tabaka- (Cu) Y.Uzay
= = = Lin. Tabaka- (Cu) Y.Uzay
% % (Armco iron) Tabaka- Lin. Y.Uzay
~0.00
-0.01 ; ; |
0.0 0.4 0.8

K=kh

Sekil 4. (Armco Fe) tabaka-(Cu) yarim uzay
gercek malzeme modeli i¢in I'A'nin degigimi
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uzay modellerinde T'A>0 oldugu icin NLS
denkleminin zarf soliton ¢oziimleri mevcuttur.
Diger taraftan lineer yarim uzay modelinde ise
A=0 oldugu i¢in I'A=0 olmaktadir. Bu durumda
NLS denklemi lineer Schrodinger denklemine
doniistir. Yani A=0'nin sifir oldugu dalga sayilari
civarinda nonlineerlik ve dispersiyon dengelen-
memektedir. Bu dalga sayilar1 civarinda nonli-
neerlikle dispersiyonu dengeleyen bir denklem
elde etmek icin analiz bu dengeyi kuracak
sekilde degistirilmelidir.
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