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Ozet

Komiitatif olmayan (noncommutative) uzaylar farkli cergevelerde karsimiza ¢iksa da bu tip kuram-
larin gittikce artan bir sekilde ¢alisilmasi, bunlarin sicim kurami ile olan yakn iligkilerinin kurul-
mast ile olmustur. Komiitatif olmayan uzaylar iizerinde tanimlanan alan kuramlari sicim kuraminin
ayrisma (decoupling) limitinde ortaya ¢ikmaktadirlar ve bu tip kuramlar komiitatif benzerlerinden
farkly ozellikler géstermeleri nedeniyle ilgi ¢cekmektedirler. Bu sekilde komiitatif olmayan ayar ku-
ramlarmmdan elde edilecek sonuclarin sicim kurumlarmin cesitli ozelliklerinin anlasiimasinda
onemli olmasi beklenmektedir. Dual kuramlar bir fiziksel modelin iki farkl, fakat esdeger
formiilasyonunu tammlarlar. S dualite olarak adlandirilan kuvvetli ve zayif etkilesimli modeller
arasmdaki iliski, birinden digerine gidilerek bir fiziksel modelin farkh etkilesme bélgelerindeki
ozelliklerinin ¢alisiimasina imkdn verir. Bu ¢calismada biz komiitatif olmayan U(1) ayar kuraminda
S dualiteyi inceleyecegiz. Oncelikle komiitatif olmayan U(1) kuramimn duali icin hamilton fonksi-
yonunun nasil kurulabilecegini inceleyecegiz. Dual kuramda uzay ve zaman koordinatlart arasida
komiitatiflik ozelliginin bulunmamasi nedeniyle bilinen kuantizasyon yontemleri ile bunun nasil ya-
pilacagr agik degildir. Ana (parent) eylem bu is icin uygun bir ara¢ olmaktadr. Ana eylemde uygun
degiskenlere gore hareket denklemleri ¢oziiliiv ve bu ¢oziimler ana eylemde yerine konulursa oriji-
nal kuram veya onun duali elde edilebilmektedir. Ana eylemin bu tamimlamast dual Lagrange fonk-
siyonu kullaniimaksizin hamilton fonksiyonunun elde edilebilmesine imkdn verir. Yontem oéncelikle
normal (komiitatif) durum icin gelistivilecek daha sonra elde edilen sonuc¢lar komiitatif olmayan du-
ruma genellestirilecektir. Ikinci olarak komiitatif olmayan U(1) ayar kurami ve onun duali i¢in hem
Lagrange hem de Hamilton yogunluklarinda elektrik-manyetik dualite déniisiimlerinin nasil tanim-
lanacagim gosterecegiz.
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Duality in noncommutative gauge
theories

Extended abstract

It is largely believed that spacetime structure  dif-
fers from the usual definiton by going to the high
energies or equivalently at small distances. This be-
lief has been justified by using different approaches
in different fields of the physics. However, noncom-
mutativity of space coordinates arise in a natural
way in string theory and appear as a consequence of
the nonlocal property of the string. Noncommutative
spaces emerge as a consequence of the quantization
of worldsheet theory of the string, which is ending
on a D-brane, in presence of a background magnetic
field. This configuration leads to the noncommuta-
tivity of the open string coordinates at the end where
they are attached to the brane and hence the world-
volume of the D-brane also becomes noncommuta-
tive.

The effective physics on the D-branes in presence of
a background field can be described either by a
commutative gauge theory or by a noncommutative
one. Seiberg-Witten proved that these two different
descriptions arise from the same field theory with
different regularizations. Since the physics does not
depend on the regularization, theories obtained with
different regularizations can be related to each
other. Hence they have enabled to construct a map
between these two descriptions by a field redefini-
tion. This is a perturbative expansion of the non-
commutative fields in terms of the ordinary fields
with respect to the noncommutativity parameter. By
using the Seiberg-Witten map one can pass from a
gauge theory defined in terms of the noncommuta-
tive fields to a gauge theory in terms of the ordinary
fields.

Duality appears in several different contexts of phys-
ics. Dual theories provide two different but equiva-
lent descriptions of the same model in the diverse
interaction regimes by using in general, different
fields. The relation between the fields is in general
not known explicitly and in the most of the cases it
contains nonlinear terms. Thus, knowing the explicit
relation between the fields allows perturbative cal-
culations in the variables of the original theory both
in the strong and weak coupling regimes.

In this work we deal with noncommutative U(1)
gauge theory and its S duality. When the initial the-

ory has a noncommutativity between the space coor-
dinates, dual of that results in a time/space non-
commutative  gauge theory. These types of
time/space noncommutative theories correspond to
the certain configurations of the string theory. When
there is a noncommutativity between time and space
it is not obvious how to apply canonical quantization
methods. In the ordinary case time variable is the
evolution parameter of system however it is not
clear what one means by the noncommutativity of
time. Hence, Hamiltonian formulation of dual theory
should be clarified.

Parent action method is an appropriate tool to study
dual theories. Parent action is constructed from the
initial theory by a Legendre transformation with re-
spect to the initial field and contains the dual field
as a Lagrange multiplier. Starting from the parent
action one obtains the dual theory by taking the
variation of the parent action with respect to the ini-
tial field. On the other hand if one performs the
variation with respect to the dual field obtains the
initial theory. Hence it becomes possible to study the
dual Hamiltonian bypassing the space/time non-
commutative dual Lagrangian.This Hamilton formu-
lation playes important roles in the D3-brane world-
volume theories.

Secondly we investigate the electric-magnetic dual-
ity relations in the noncommutative U(1) gauge the-
ory. Electric-magnetic duality exchanges the electric
degrees of freedom of theory with the magnetic de-
grees of freedom. It also exchanges the electric
charge quanta with the managnetic charge
quanta.Electric charge quanta at the same time re-
lated to coupling constant of theory. Such a trans-
formation, if it can be constructed, will map the
strongly coupled electric degrees of freedom of the-
ory to weakly coupled magnetic degrees of freedom
of it. Hence different phases of the gauge theories
can be investigated. We provide the electric-
magnetic duality transformations for both the La-
grange and Hamilton densities. A well known prop-
erty of the ordinary gauge theories is verified for the
noncommutative U(1) gauge theory: Duality maps
the Lagrangian to itself up to an overall minus sign
and keeps intact the Hamiltonian of U(1) gauge the-
ory. However, electric-magnetic duality transforma-
tion in configuration space is shown to be defined by
a reversed one with respect to that of in phase space.

Keywords:
string theory.

Noncommutative geometry,

duality,
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Giris

Fiziksel olaylarin iginde gerceklestigi uzay-
zaman d boyutlu bir manifold olarak ele alinir.
Uzayzamanda gergeklesen olaylar bu manifold
iizerinde birer nokta olarak gosterilirler ve bu
noktalar herhangi bir siir olmaksizin manifold
iizerinde lokalize edilebilirler. Cok yiiksek ener-
jilerde manifoldun bu sinirsiz olarak lokalize
olma oOzelligi bozulmaktadir. Bu c¢ok yiiksek
enerjilerdeki veya esdeger olarak ¢ok kiiciik 6l-
ceklerdeki (Planck Olgegi) uzayzaman yapisi
artik noktalardan olugan bir manifold ile degil
nokta yerine Planck hiicresinin tanimli bulundu-
gu bir yap1 ile tasvir edilebilir. Bdylesi bir
uzayzaman yapisi komiitatif olmayan bir geo-
metri tanimindan dogal olarak ortaya ¢ikmakta-
dir. Biz burada Oncelikle komiitatif olmama
Ozelliginin sicim kuramlarinda nasil ortaya ¢ik-
tigim gosterecegiz. Daha sonra bdylesi bir yap1
tizerinde bir ayar kuraminin nasil tanimlanabile-
cegini anlatacagiz.

Sicim kuramlarinda uzayzaman
komiitatif olmama 6zelliginin
gerceklesmesi

Dp-zar1 p uzaysal boyutu gostermek iizere,
(p+1) boyutlu bir nesnedir. Buradaki D harfi
Drichlet sinir kosulunu simgeler. Uzayzamanda
boylesi bir zar bulunmasi durumunda acik si-
cimlerin uglar1 bu zarin iizerinde sonlanirlar.
Arka planda durgun (statik) ve tekdiize
(uniform) bir B, alanimin bulunmast duru-

munda D-zari iizerinde sonlanan bir agik sicimi
g0z Oniine alalim. Bdylesi bir yapilandirma igin
eylem

P [d*aln,.0,.x"0,x7g" +
dra’ s (1)
¢”B,0,X"0,X" ]

ile verilir. Burada a, b sicimin yasam Ortiisii
(world sheet) koordinatlar1 ve g yasam ortiisii
metrigini gosterirken, 7*" sicimin iginde yasa-
digt uzayzaman metrigini gostermektedir.

Integral sicimin yasam ortiisii {izerinde tanimli-
dir. Integral igindeki ikinci terim arka plan ala-
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nmin sicim ile olan etkilesmesini gostermekte-
dir. Eylemin varyasyonu alinirsa

& =-[d*oly,,g"0,0,X X" )
z

)
jdr(— 7,0X"0,X" +B,,6X"0. X" )|
X
elde edilir. Eylemin degismezligi kosulu,

S =0, hareket denklemlerini ve siir kosulla-
11 verir.

(6> -22 )x* =0 3)

oc=0,7

0,X"-B,0.X" =0, 4)

Sicim koordinatlar1 sinir kosullar1 gbz Oniine
almarak (3) denkleminden asagidaki sekilde

mod agilimi yapilarak ¢oziilebilir.

X*(r,0)=x{+p“"t+B" p,o+

—int o ‘v (5)
z (zan cosno +Bja, smna)
n=0 n
Kanonik momentumlarin tanimi;
oS
o) = e i o)
’ ’ (6)

1

27m,(8rX#—BWaGX )
sonucunu verir. Kanonik kuantizasyon igin
kanonik ciftler arasinda;

|x“(z.0),P" (r,6") |=in*" S(c-0c"),  (7)

[P“(z.0),P"(r,0)]=0 (®)
komiitasyon iliskileri tanimlanir. X*“’niin (5)
ile verilen acilimindaki katsayilarin sagladig
komiitasyon bagintilar1 (6)-(8) kullanilarak asa-
gidaki gibi tiiretilebilir:

[p.p" 1=0, [xt,p, 1= 2ia'(5 = B“BL ) (9)

. (10)

[Cl:,a; ]= 2116!'5"’ (5/“’ _ B,upov )—1 ,
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[p*.ay =[x a; ]=0. (11)
(7)-(8) bagintisina ek olarak sicimin koordinat-
lart igin [X “.X"]=0 seklinde bir komiitasyon
iligkisi diger komiitasyon bagintilan ile tutarsiz-
liga yol acar. Sicimin pozisyonunu gosteren de-
giskenlerin normalden farkli bir iliski sagladigi
goriilmektedir.
[x{)’,xg] oc=0=0

[X*(0),X" ()] =4t x|+ 2M* o= 6" = 7 (12)

[xé’,xg]vLM”V diger

Burada M*" = 2711'05’(55 -B“B,, ) B sek-
linde tanimlhidir. x; komiitasyonlart ile ilgili bir
bilgi bulunmamasina ragmen bunlar nasil segi-
lirlerse  segilsinler  sicimin  koordinatlari
komiitatif olmamaya devam edeceklerdir. x;
komiitasyonundaki bu keyfilik ¢esitli sekillerde
belirlenmeye c¢alisilmistir. Zaman ortalamasi
almmus bir simplektik form kullanilarak yapilan

hesaplama sonucunda bu komiitasyon iligkisi su
sekilde elde edilmistir (Chu ve Ho, 1998).

[x¢.x)]=—27mia'(5* -B*B, )" B”  (13)

Bu sonug (12)’de yerine yazilirsa sicimin yagam
ortiisii koordinatlari i¢in su sonug elde edilir:

_M‘”V O':O":O
[X“(z,0),X"(z,6")]={ M* & =0c"=x(14)
0 diger

Goriildiigii lizere sicim koordinatlar1 zara bag-
landig1 u¢ noktalarda komiitatif olmamaktadir.
Benzer bir sonu¢ Ardalan ve digerlerinin (1999)
calismasinda, sicimin smnir kosullar1 Dirac
kuantizasyon yontemindeki baglar olarak ele
almarak ve bagh sistem analizi ile incelenerek
elde edilmistir.

Bu sonuglar 1g1¢inda artik koordinatlar1 arasinda
stfirdan farkli bir komiitasyon iligkisi bulunan
bir uzaydan bahsediyoruz ve bu uzay iizerinde
tanimli fonksiyonlar arasindaki cebrin yapisi da
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bundan dolay1 bilinen komiitatif cebirden farkli
olacaktir. Boylesi bir komiitatif olmayan uzay1
realize etmenin bazi farkli yollar1 bulunmakta-
dir. Yildiz (star) ¢arpim bunlardan birisidir. Yil-
diz carpimi veya Weyl-Moyal ¢arpimi asosyatif
fakat komiitatif olmayan bir ¢arpim kuralidir.
Fonksiyonlarin yildiz ¢arpimi su sekilde tanim-
lanir:

0"
2

0 0
ox* oy”

S *g(x) = exp( )/ (0)g(y)

_,(15)

Buradaki 6“" komiitatif olmazlik parametresi-
dir ve bizim inceleyecegimiz durumlarda sabit
olarak tanmimlanmigtir. Fakat en genelde bu, ko-
ordinatlarim ve momentumlarin bir fonksiyonu
olabilir. Buna bagh olarak yildiz ¢arpiminin da
(15)’de verilenden farkli bir tanimlanmasina
ulagilir. Bu ¢arpim kurali altinda koordinat de-
giskenleri goriilecegi lizere asagidaki sekilde bir
komiitasyon bagintisina uyacaklardir

[x”,xv ] =x"xx" —x" xx" =i0"

R (16)
Yildiz ¢arpimin sagladigi bazi énemli 6zellikler
sunlardir;

[dx(f*g)x) = [ dx f(x)g(x) (17)

Jax(frgxhy=[ax(fgh=[df(gxh) (18)

Bu iligkiler fonksiyonlarin I@( f2)dx=0 ile

verilen sinir kosullarmi saglamasi kosuluyla ge-
cerlidirler.

Seiberg-Witten gonderimi

Bdylece bir arka plan alaninin bulunmasi duru-
munda sicim koordinatlarinin ve bundan dolay1
da D-zarlarinin yasam hacimlerinin (world
volume) komiitatif olmayan hale geldigini gor-
diik. D-zarlan {lizerindeki etkin olan fizik iki
farkli yolla tamimlanabilir: Bunlardan birisi
komiitatif bir ayar kurami ile digeri ise
komiitatif olmayan ayar kurami ile verilir. Bu
iki farkli tanimlama birbirlerine esdegerdirler ve
sicim kuraminin iki farkli regiilarizasyonundan
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ortaya cikarlar. Seiberg ve Witten (1999) bu iki
farkli tanimlamay1 birbirine doniistiiren bir gon-
derim bulundugunu gosterdiler. Bu esdegerlilik
sicim kuraminin ayrigsma (decoupling) limiti
olarak adlandirilan alan kurami limitinde ve ya-
vas degisen alan varsayimi ile tanimlanmakta-
dir. Gonderim iki farklhh ayar kuramindaki ayar
degismezlikleri arasinda tanimlanmistir ve bunu
yaparken ayar gruplar1 arasinda herhangi bir
iliski kurmaz. Bunu yapabilmek i¢in komiitatif
olmayan ayar alam1 ve ayar parametresinin nor-
mal ayar alan1 ve ayar parametresi cinsinden bir
yeniden tanimlanmasima ihtiya¢ vardir. Ayar
cebrinde deger alan A normal ayar alam, A

normal ayar parametresi, A komiitatif olmayan

ayar alani ve A komiitatif olmayan ayar para-
metresini gostermek iizere her iki kuramdaki
ayar doniisiimleri su sekilde tanimlanir:

8,4, =0,A+i[4,4,],

F,=0,4,-0,4,-i4,.4,], (19)

veE

0;,4,=0,A+id* A, —id, * 4,
F,=0,4,-0,4,—id, A, +id, *4,, (20)
§.F, =id+F, —iF, *J.

Ayar degismezlikleri arasindaki gonderim:

A(A)+6,A(A) = A(4+5,4) 1)

olarak tanimlanir. Komiitatif olmayan degisken-
lerin normal alanlar cinsinden & ’ya bagli olarak
A(A) = A+ A'(A), AA,A) =4+ (A,A) agl-
lim1 tanimlanirsa ve (21) esitligi € nin kuvvet-
lerine gore agilacak olursa;

1 1 vV
A, (A) =20 ?(4,F,, +4,0,4,)+0@6%),
]

KA A)=—0"0, 24, + 0(6%) (22)

sonuclart elde edilir. Bu tanimlar altinda
komiitatif olmayan alan gerilimi komiitatif ol-
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mazlik parametresine birinci dereceden bagl
olmak tlizere su sekilde tanimlanir:

A

E,=F, +0" ~A4,0,F

p~ ot uv

(F, F

up* vo )
Seiberg-Witten gonderimi (22)-(23) komiitatif
olmayan alanlarin komiitatif alanlar cinsinden
bir doniisiimiinii verir ve bdylece kuramin nor-
mal ayar alanlar ile ¢alisilmasina imkéan verir.

(23)

Dualite

Dualite ile fizigin pek ¢ok farkli alaninda karsi-
lasilir. Dual kuramlar bir modeli farkli alanlar
ile tasvir ederler ve genel olarak bu alanlar ara-
sindaki iliski acik olarak kurulamaz. Ornegin
dort boyutta skaler-tensor dualitesinde serbest
bir Klein-Gordon alan1 ¢, esdeger olarak ser-

best bir antisimetrik tensor alan 4, cinsinden

tasvir edilebilir. Bu dualite d boyuttaki p-form
ile (d-p-2)-form arasindaki dualitenin 6zel bir
durumudur. Dort boyutta kiitlesiz, serbest bir
Klein-Gordon alanini ele alalim;

1
Sy =5 j d*x(3,4)(0" ) (24)
Bu eylemden tiiretilen hareket denklemleri
0, F“(#)=0 (25)

dir. Alanm gerilimi £, =0 ,¢ olarak tanimlanir

ve bu durumda “Bianchi 6zdesligi”

8, F" =0 (26)

ile verilir. Burada tamamiyla antisimetrik tensor
"’ kullanilarak "F*” =" F_  seklinde

tanimhdir. Diger taraftan dort boyutta, kiitlesiz
antisimetrik rank iki tensor i¢in eylem

A

1
SA :—!jd4x6[ﬂ W

3 ]a[/lAVP]

27)

dir. Koseli parantez igindeki indisler kendi ara-
larinda antisimetriktirler. Bu eylem i¢in hareket
denklemleri ve “Bianchi 6zdesligi”, sirastyla



B. Yapiskan, O. F. Day

8, F"“ (4)=0

. (28)
0, F'(4)=0
ile verilir. Goriildiigl iizere bu iki kuram arasin-
da hareket denklemleri ve Bianchi 6zdeslikleri
yer degistirmektedir. Dogal olarak her iki denk-
lem sistemi ayni fizigi tanimlamaktadirlar. Dual
kuramlar1 tek bir eylemden hareketle tanimla-
manin uygun bir yontemi bulunmaktadir. “Ana”
eylem adi verilen bir eylemden hareketle bu ya-
pilabilmektedir. Ornegin Klein-Gordon alani ile
ilgili olarak asagidaki eylemi gz Oniine alalim;

S, =Id4x(%prF’”” +bgo, "F*) (29)

Burada ¢ alanmi bir Lagrange carpam ve F

uvp
bagimsiz bir tensér alanidir, yani F # dA4. Ey-
lemin ¢’ye gore varyasyonu alinarak bulunan
denklemin ¢oziimii (29)’da yerine yazilirsa
tensor alaninin eylemi (27) elde edilir. Diger
taraftan F, =~ alanina gore varyasyonun alinip
¢Oziimlerin ana eylemde yerine yazilmasi ile ve
b katsayisiin uygun bir sec¢imi ile kiitlesiz ser-
best Klein-Gordon alanimin eylemi (24)’e ulasi-
lir. Boylece S, ve S, eylemlerinin klasik ola-

rak S, ana eylemine esdeger olduklar1 ve bun-

dan dolay1 birbirlerinin duali olduklar gosteril-
mis olur.

Komiitatif olmayan U(1) ayar kuram
icin dual hamilton fonksiyonu

Daort boyutta 7, = (—,+,+,+) isaretli Minkowski
metrigi ile tamimhi uzayzamanda tanmimlanan
U(1) ayar kuram i¢in eylem asagidaki sekilde
verilir:

1

S=-
4g2

(30)

v

jd“xF/”F

Burada F*“" =0“A" —0" A" seklinde tanimli
elektromanyetik gerilim tensoriidiir. Simdi yu-
karidaki 6rnege benzer sekilde, £ degiskeni
icin bir Legendre doniisiimil yaparak ana eylemi
tanimlamak istiyoruz.

1 v
~F, F*

& 31)
ALOYF”)

Sp=[d'x( -

1
+ E & 1vpo
Bu asamada F' artik bir vektor alandan tiiretil-
meyip ikinci dereceden antisimetrik  bir
tensordiir ve dual alan 4, bir Lagrange carpa-
nidir. Goriilecegi lizere F degiskeni igin alan
denklemlerinin ¢6ziilmesi ile ya da esdeger ola-
rak F iizerinden yol ile ilgili integral alinmasi
ile dual eylem elde edilir.

(32)

Duv

2
g y
S, :—Tjd4xF5’ F

Burada F),, =dA4,, olup dual alanin gerilim
tensoriidiir. Diger taraftan dual alan ic¢in ayni
islem tekrarlanirsa Bianchi 6zdesliginin kulla-
nilmasiyla (30) elde edilir.

Simdi ana eylemin kanonik formiilasyonundan
hareketle dual hamilton fonksiyonunun nasil
elde edilebilecegini inceleyecegiz. Bunun ig¢in
Dirac’in baglh sistem analizini kullanacagiz
(Dirac, 1964). Kanonik momentumlar tanimla-
nirsa:

5, 5,

P, =t =P (33)
wS@F™) TP 5(0°4M)

Birincil baglar asagidaki sekilde elde edilirler:

1 = ~
®,=P, ~0 (34)
E'=Py ~0 (35)
1 1 Jjk
Xi EPD:‘ +Egiij (36)
Ana eylem i¢in kanonik hamiltonyen
s b |
Hy =[d*x(——F"F, +—F'F,
2g2 2 y (37)
—%gykangFf" +&,0'A)F™ )



Komiitatif olmayan alan kuramlarinda dualite

elde edilir. Bu asamada hamilton fonksiyonu
tam olarak belirlenmis degildir ve birincil bagla-
rin bazi Lagrange c¢arpanlariyla birlikte eklen-
mesiyle genisletilebilir.

Hg =Hy +[d’x(a,Ry + BPpy + AP, 68)

+x,17)

Birincil baglarin zaman i¢inde degismemesi ko-
sulu ya yeni bazi baglara yol acar ya da bazi
Lagrange carpanlarini tanimlar. Bu sekilde elde
edilen yeni baglara ikincil baglar denir. Bunlar;

@ ={P,,H; }=¢,0F" ~0 (39)
752E{POiaHG}:?FOi"'gykajAgzo (40)
Ayrica (36) ve (39) esitliklerinden

0,P) ~0 (41)

seklinde bir bag daha elde edilebilir. Poisson
parantezleri esit zamanh faz uzay1 degiskenleri
icin su sekilde tanimlidir:

{PY (%), Ap, (D) }py =018 (3= 7)
—%(5;’5,: ~546%)-(42)

53 -7)

(P (3),F, () }py =

Benzer sekilde ikincil baglarin da zaman iginde
sabit kalmasi kosulu kontrol edildiginde bunla-
rin yeni baglar vermedigi goriiliir. Sistemin bii-
tiin baglar1 boylece elde edilmis oldu. Dirac’in
tanimlamis oldugu simiflama uyarinca bunlar
birinci siif ve ikinci siif olarak ayrigtirilirlar.
Diger biitiin baglar ile Poisson parantezleri sifir
olan baglar birinci simif olarak adlandirilir. Bun-
larin disinda kalanlar ise ikinci simif baglardir.
Bu tanim uyarinca (35) ve (41) baglar1 birinci
smif geri kalanlar ise ikinci smiftir. Sistemin
fiziksel serbestlik dereceleri cinsinden tanim-
lanmas: i¢in biitiin ikincil sinif baglarin kuvvetli
olarak sifir alinmasi ile elde edilen indirgenmis
faz uzayna gidilmelidir. Bu durumda ikinci si-
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nif baglardan F° ve P’nin F, ve P, cinsinden
coziilmesiyle kanonik hamilton fonksiyonu:

1 i g2 ij
Hpy = [ d*x( EPDI.PD + 5 FoyFy ) @)

haline gelir. Dual kuramin Hamilton fonksiyonu
elde edilir ve ek olarak birinci smif baglar:
P, ~0, 0,P)~0 (44)
var olmaya devam edeceklerdir. Bu, eger ana
eylem yerine dual Lagrange fonksiyonundan
baslansaydi elde edilecek Hamilton formalizmi
olurdu. Bdylece ana eylemin, dual Hamilton
fonksiyonun dogru bag yapisi ile elde edilebil-
mesi i¢in uygun bir ara¢ oldugu goriilmektedir.
Daha sonra bu birinci sinif baglarla ilgili olarak
uygun ayar se¢imlerinin yapilmasi gerekir fakat
simdilik bu bizi ilgilendirmedigi i¢in bunlar1 bir
kenara birakiyoruz. Simdi ayni formalizmin
komiitatif olmayan durumda Hamilton fonksi-
yonunun elde edilmesine uygulayacagiz.

Komiitatif olmayan U(1) ayar kurami

(45)

eylemi ile verilir. Komiitatif olmayan alan geri-
limi (20) esitliginde tanimlanmistir ve (23) ile
verilen Seiberg-Witten gonderiminin kullanil-
masiyla (45) esitligindeki eylem normal alanlar
cinsinden komiitatif olmazlik parametresi & ’ya
birinci dereceden bagl olmak {izere su sekilde
ifade edilebilir

1
4g

§--

> [d*x(F,, F* +20"F, F”F,
. (46)
— 0" ELFTE, )

Burada komiitatif olmama 06zelligi sadece uzay
koordinatlar1 arasinda varsayilmis, uzay ve za-
man koordinatlar1 arasinda ise boylesi herhangi
bir iliski 6" 0,0 =0.
Normal alanlar i¢in bir dnceki boliimde anlati-

varsayilmamistir;
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lan yaklasim kullanilarak ana eylem bir
Legendre doniisiimilyle yazilabilir. Bu durumda:

~ ~

S,=8 o F*°

uvpo

I
+5jd xAe (47)

seklinde tanimlanir ve 6nceki durumda oldugu
gibi burada da F # dA’dir. Dual kuram F de-
giskenine gore hareket denklemleri ¢oziilerek ve
ana eylemde yerine yazilarak elde edilebilir.

2

__8
Pg

S +20"F,

Dvp

=S [d'(F}'F,

Duv

F Dp UF Dou
. (48)

_EeﬂvFDvaDpaF[l)m-
Dual kuramdaki komiitatif olmama parametresi
5 uvo_ g2 g,uva'

ligi

o seklinde tanimlidir. (48) esit-

2
5, = —%jd4xF;V ¥ F,, (49)

eyleminden komiitatif olmama uzay ve zaman
koordinatlar1 arasinda varsayilmasi durumunda,
0" =0,0" =0, Seiberg-Witten gonderimi kul-
lamilarak elde edilebilir. Burada * (15) ile veri-
len yildiz carpimi Oncekinden farkli olarak
komiitatif olmama o&zelliginin sadece uzay ve
zaman bilesenleri arasinda varsayilmasi ile ta-
nimlanmistir.

Burada dual kuramin uzay ve zaman koordinat-
lar1 arasinda komiitatif olmama 6zelligi bulun-
dugu icin kanonik kuantizasyonun nasil tanim-
lanacag acik degidir. Bu nedenle normal alanlar
icin elde edilen sonuglarin 15181 altinda ana ey-
lemden baslayarak Hamilton fonksiyonunu ta-
nimlamaya ¢alisacagiz. Ana eylemde komiitatif
olmama uzay koordinatlar1 arasinda tanimlidir
ve kanonik momentumlarin tanima:

P, =QL, (50)
S(@"F*)

P, :# (51)
5(0°A4)
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sonuglarini verir. Kanonik Hamilton fonksiyonu
€ ’ya birinci mertebeden bagl olarak:

~ 1 . ) o
H, = jd3x{—§g,.jka'AgFf’f +£,0' A} F"
+ 12 F,F" + 12 F,F’
& (52)
+ 2 F[/ijele'li - 12 H”F:‘/’FOkFOk
1 1

j

ij kl 0i ik
—@aijFk,F +?F F,0"F,

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda birincil
baglar:

~
q)yv :Pyv NO’ (53)
E'=P, ~0, (54)
~1 1 it

X = PDi +E8iij , (55)

olarak elde edilirler ve bunlarin zaman iginde
degismemeleri kosulu kullanilarak ikincil baglar
elde edilecek olurlarsa:

P =¢,0'F"* ~0, (56)
%iz = FOi _F;]H/kao _FO'iF/-keki
1 jk 2 j o4k (57)
—56" ijFOi -g gi].ka A, =0
sonuglar1 bulunur. (54) ve (56)’dan
E2=0,P, ~0, (58)

bag elde edilir. (54) ve (58) birinci sinif baglar,
digerleri ikinci stiftir. Ikinci sinif baglarm kuv-
vetli olarak sifira esit alinmasi ile elde edilen
indirgenmis faz uzayindaki dual Hamilton fonk-
siyonu su sekili alir:

2
77 g i 1 i
H,=| (S FoyF 2 3PP
& (39)
1 5 i 1~ i 7 0i
+ e 6, Py Py, + n O, Py Fp +0 Fy F,, Py |



Komiitatif olmayan alan kuramlarinda dualite

Burada 6 = g’¢%
dual kuram goriilecegi {lizere uzay-zaman
komiitatif degildir. Birinci smif baglar (54) ve
(58) var olmaya devam edeceklerdir.

0, seklinde tanimhidir ve

Bulunan bu dual Hamilton fonksiyonu, (48) ile
verilen eylemden baslanarak uzay ve zaman ko-
ordinatlar1 arasindaki komiitatif olmama 6zelligi
dikkate alinmadan kanonik kuantizasyon yapil-
mast durumunda elde edilecek olan Hamilton
fonksiyonu ile ayni olurdu.

Komiitatif olmayan U(1) kuraminda

elektrik-manyetik dualite doniisiimleri
Elektrik-manyetik dualite doniisiimleri bosluk
Maxwell esitliklerinin bir degismezIligi olsa da
Lagrange fonksiyonunu kendisinin eksi isaretli-
sine gonderirken Hamilton fonksiyonunu de-
gismez birakir. Eylemlerin elektrik-manyetik
dualite altinda nasil doniistiiklerini incelemek
icin bunlar1 elektrik ve manyetik alanlar cinsin-
den ifade edelim. Bunun i¢in E, =F, ve

B = —la,k F’* olarak tanmimlanmak iizere (46)
z 2 g
1 -
S :jd“x{z —(E*-B*)(1-0-B)
. (60)
+ L 6.EE-B)
g
seklinde yazilabilir. Burada &  vektori

0" = ™0, olarak tammlanmistir. (48) eylemi

s Fs olarak ta-

- 1
icin de E, = F,, ve B, =—Eg

nmimlanirsa:

2 -
~ g‘ — — ~ —
SD:jd“x{T(Ez—Bz)(He.E) 61)
+g%0 -BE-B)
bulunur. 8 = 8° “dir. (60) eyleminde
E—>g’B, B——-g'E (62)

doniistimii yapilinca (61) ile verilen dual kuramin
Lagrange yogunlugunun eksi isaretlisi elde edilir.
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Hamilton yogunluklarim1 da elektrik ve manye-
tik alanlar cinsinden yazmak igin P =g~ D,
olarak tanimlanir ve manyetik alan i¢in ayni ta-

nim B, _ L, g
2

wFp > kullanursa (46) eylemine

ait Hamilton yogunlugu i¢in

1 6.p5 b
g

(63)

~ 1
H=J.d3x[E(D2+BZ)—

1 - - - ~
———60-B(B*-D*?
= ( )]

elde edilir. (59) ile verilen dual Hamilton yo-
gunlugu da P,, = g”D, cinsinden

g -

2
i, =Id3x[g7(D2 +B*)-g%0-BB-D

N (64)
—%5-13(1)2—32)]

seklinde elde edilir. Bu durumda dual Hamilton
fonksiyonlar1 arasindaki gecis
D— —gzé, B— gzﬁ (65)
ile tamimlanir. Goriilecegi lizere doniisiimler

(62) esitligine gore ters olarak tanimlanmakta-
dir.

Sonuglar ve tartisma

Komiitatif olmayan U(1) teorisi i¢in dualitenin
incelendigi bu calismada elde edilen sonuglar
sOyle dzetlenebilir. Oncelikle uzay koordinatlari
arasinda komiitatif olmama 6zelliginin bulun-
dugu U(1) ayar teorisi i¢in S dualite ile uzay ve
zaman koordinatlar1 arasinda komiitatif olmama
0zelligi bulunan bir ayar kuramina ulasilir. Boy-
lesi bir durumda kanonik kuantizasyonun nasil
tanimlanacagi acgik olmadigindan Hamilton
fonksiyonunun elde edilmesi igin alternatif bir
yola ihtiya¢ vardir. Bu alternatif yol ana eyle-
min bagli Hamilton sistemi olarak calisilmasi ile
elde edilmistir. Boylesi uzay/zaman komiitatif
olmayan kuramlar, sicim kuramlarinin belli
konfigiirasyonlarinda ortaya ciktiklari i¢in bun-
larin daha iyi anlasilmas1 gerekmektedir. Burada
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elde edilen sonuclardan goriilecegi lizere uzay
ve zaman koordinatlar1 arasinda tanimli bulunan
komiitatif olmazlik kanonik kuantizasyonun ya-
pilmasinda herhangi bir engel olusturmamakta-
dir. Hamilton formalizmine ana eylem yerine
uzay-zaman komiitatif olmayan eylemden bas-
lansaydi ayni sonug¢ elde edilecekti. Bu yolla
elde edilen sonuglar (Day1 ve Yapigkan. 2002),
eylemin Otelemeler altinda degismez olmasin-
dan hareketle elde edilecek enerji yogunlugu
ifadesi ile tutarli olmaktadir. Ana eylem yonte-
minin {istlinliigli sistemin bag denklemlerinden
hareketle problemin bazi cebrik denklemlerin
¢Oziilmesine indirgenmesi ve aymi yaklasimin
dualitenin incelendigi baska durumlara da ko-
laylikla uygulanmasidir. Ayni yontem kullanila-
rak dual kuramlara ait boliisiim fonksiyonlar
hesaplanabilmis ve bunlarin esdegerliligi gdste-
rilebilmistir (Day1 ve Yapiskan, 2004). Elde edi-
len bu sonuglar D-zarlarinin yasam hacim ku-
ramlarinin ¢alisilmasinda 6nemli olmaktadir. Bu
yolla D3-zar1 yasam hacim teorilerinin BPS du-
rumlari incelenebilmektedir (Day1 ve Yapiskan,
2002). BPS kavram 6zellikle pertiirbatif olma-
yan dualite simetrilerinin tartisilmasinda énemli
bir rol oynar. Seiberg-Witten gonderimi
komiitatif olmazlik parametresine gore tanim-
lanmig pertiirbatif bir agilimdir ve bunun
nonpertiirbatif olarak da gegerli olup olmadigi-
nin tartisilmasinda bu tip D3-zar kuramlar
Oonemli birer aragtirlar.

Elektrik-manyetik dualite bir kuramdaki elekt-
riksel serbestlik derecelerinin manyetik serbest-
lik dereceleri ile degistirilmesiyle tanimlanir.
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Bunun sonucu olarak elektriksel olarak kuvvetli
etkilesmeli bir teoriden, manyetik serbestlik de-
receleri cinsinden ifade edilmis zayif etkilesmeli
bir kurama ulasilir. Bu dualite doniisiimii bas-
langictaki Lagrange fonksiyonunu kendisinin
eksi igaretlisine gondeririken Hamilton fonksi-
yonunu degismez birakir. Komiitatif olmayan
U(1) ayar kurami icin bu 6zelliklerin korundugu
ve dual kuramlar arasindaki doniisiimiin nasil
tanimlanabilecegi gosterilmistir (Day1 ve Ya-
piskan, 2004). Ayrica burada konfigiirasyon ve
faz uzaymdaki doniistimler ters olarak tanim-
lanmaktadir.
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