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Ricci-Rank 1 Lorentz manifoldlarinda statik tam ¢oziimler

Durmus DAGHAN’, Ayse H. BILGE
ITU Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Miihendisligi Programi, 34469, Ayazaga, Istanbul

Ozet

Einstein alan denklemlerinin ¢oziimlerinde kullanilan ve kotanjant demetinin {l,n,m,m} isiksal ye-
rel tabani igin hareketli ¢cati yaklagimina esdeger olan, Newman-Penrose (NP) formalizmi kullani-
larak, ®,, # 0 durumu igin Ricci tensoriintin rankinin 1 olma kosulu elde edildi. Daha sonra genel
bir B tipi warped ¢arpim metrik i¢in NP sistemi verilerek, bu sistemde manifoldun ikinci bileseninin
sabit egrilige sahip, R’ ’e gomiilmiis, kompakt, baglantili ve regiiler bir manifold olmast durumun-
da uzay-zamanin kiiresel simetrik, Ricci tensorii matrisinin rankinin 1 ve Enerji-momentum tensorii
matrisinin tekil olmamas: durumunda, fiziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler alan olmasi gerektigi is-
patlandi. Genel B tipi warped ¢arpim metrikten, kiiresel simetrik metrige gegilerek, NP biiyiikliikleri
hesapland:. Einstein alan denklemleri, Ricci tensorii i¢in rank 1 kosulu kullanilarak elde edildi.
Ikinci olarak, (3+1) boyutta Einstein alan denklemleri, kiiresel simetrik metrige kiitlesiz skaler ala-
nin kuple edilmesiyle ¢alisildi. Baslangicta “over determined" olan orjinal sistem, a,a,r ve m
degiskenleri Choptuik (Choptuik, M. W , (1993). “Universality and scaling in gravitational
collapse of massless scalar field", Physical Review Letters, 70, 9) de oldugu gibi kullanilarak,
wu=mlr ve y=ajlra fonksiyonlari icin efektif olarak zamana gore ikinci dereceden normal bir

sisteme indirgendi. u ve y icin, zamandan bagimsiz (statik) duruma, skaler alamn ¢, =0 veya
¢, =0 olmast durumunda gecildi ve bunlar sirasiyla pozitif ve negatif dal olarak adlandirildi. Pozi-
tif dal olarak adlandirdigimiz statik durum igin hem tam ¢éziim bulundu, hem de faz diizlemi analizi
ile 1=0 asikar ¢oziimiiniin p, + p =0, <1/2 bolgesinde bir genel ¢ekim noktast oldugu kanit-
landi. Negatif dal olarak adlandirdigimiz statik durum, dinamik bir sistem olarak incelendi ve tiim
¢oziim egrileri karakterize edilerek (1/4,0) noktasimn u, + u=0,u<1/2 bolgesinde genel bir ¢e-
kim noktasi oldugu ispat edildi.

Anahtar Kelimeler: Choptuik uzay zaman, kiiresel simetrik statik ¢oziimler, kiitlesiz skaler alan.
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Ricci-Rank 1 Lorentzian manifolds:
static exact solutions

Extended abstract

In 4-dimensions, the Newman-Penrose (NP) formal-
ism (Newman, et al, 1962 ) which has found wide
applications in General relativity uses a ~moving
frame" consisting of null 1-forms {l,n,m,m} and it

is related to a spin structure on manifold M .

In this paper firstly, the Ricci tensor matrix is ex-
pressed with respect to {l,n,m,m} local base by

using the Newman-Penrose formalism and deter-
mined its structure when ®, #0. When the case

@, %0, the rank 1 condition of the Ricci tensor

matrix is found. For the general type B warped
product metric, when the second component of the
manifold has the space of constant curvature and is

embedded in R3,c0mpact, connected and regular, it
is shown that space-time must be spherically sym-
metric. When the Ricci tensor has rank 1 and the
Energy-momentum tensor is non-singular, it is
shown that physical source must be a massless sca-
lar field. Newman-Penrose quantities are calcu-
lated by reducing the general type B warped metric
to spherically symmetric metric. For the spheri-
cally symmetric metric, Einstein's field equations
are obtained by using the Ricci tensor rank I
condition.

In the paper secondly, Einstein's field equations are
studied independently of the Ricci rank 1 classifica-
tion via a spherically symmetric metric coupled to
a massless scalar field in (3+1)-dimensions. The
initial value problem for this problem was studied
analytically and the existence of solutions was
proved in (Christodoulou, 1986a and 1986b). The
numerical investigation of the same problem
(Choptuik, 1993) led to the discovery of the
“threshold phenomenon", for which a detailed
overview can be found for example in Gundlach
(Gundlach, 2003).

The field equations used in numerical studies in the
literature form a consistent but over-determined sys-
tem. In this paper, we made use of the complete set
of field equations as in Harrison (Harrison,2004) to
decouple the equations for the metric functions from
the equations for the scalar field. These equations
form a normal system and they are effectively of
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second order in time. In logarithmic coordinates,
they have no explicit dependency on the independent
variables, as expected from the symmetry analysis of
the original equations. The second order hyperbolic
equation for the mass density involves a parameter
that can be either plus or minus one, hence the de-
coupled system has positive and negative
“branches". Besides its suitability for perturbative
studies, in the time independent case, this system
reduces to an autonomous second order system and
allows a rigorous analysis of the negative branch,
which is not transparent in the original formulation..
In particular the non-flat special solution for the
negative branch corresponding to pu=1/4 or

m=(1/4)r, is obvious.

We noted that the static case can be realized either
by ¢ =0 or by ¢, =0, corresponding respectively
to the positive and negative branches and then static

special solutions for the positive and negative
branches are given.

For the positive branch we obtained an exact ana-
Iytic solution and by using the phase plane analysis,
it is proved that the trivial solution u=0 is a

global attractor in the region yu+v >0, u<l1/2,
while for the negative branch, is examined as a dy-
namical system and all of the solution curves are
characterized and we provet that all solutions start-
ing in the region pu+v >0, pu<1/2, stay in that
region and the constant solution pu=1/4 is a

global attractor. The vacuum solution and the

Schwarzschild solution with pu +u=0 are of

course common both branches.

The solution for the positive branch dates back to
Fisher (Fisher, 1948) and has been rediscovered
many times, the most popular one being the refer-
ence (Janis et.al). We also note a recent paper on
this subject by Zecca (2006) using the Newman-
Penrose formalism.

The second class of static solutions that we call the
negative branch has been only noticed by Wyman
(Wyman, 1983) where it was studied perturbatively,
hence our implicit solution for the negative branch
is new.

Keywords: Choptuik spacetime, spherically symmet-
ric static solution, massless scalar fields.
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Giris
M , herhangi bir yari-Riemann manifoldu ve
g, M lizerindeki yay elemani olsun.(M,g)

manifoldunda, g metrigiyle uyumlu, burulmasiz

tek bir baglant1 vardir (O’Neil, 1983). ""Levi-
Civita baglantis1" olarak adlandirilan bu baglan-
t1, koordinat ¢atisinda Christoffel sembolleri ile,
hareketli bir ¢atida ise dis tiirevler veya komiita-
torler ile hesaplanabilir. Baglanti kullanilarak
egrilik tensorii bilesenleri, buradan da Ricci
tensOrii  bilesenleri elde edilir. g, metrigi

(=+et) (M,g) Lorentz
manifoldu olarak adlandirilir. Biz bu ¢alismada

Finstein alan denklemlerini Lorentz manifoldu
lizerinde inceleyecegiz.

isaretine sahipse

Makale, 2 temel bolim halinde diizenlenmis
olup, ilk olarak, kotanjant demetinin {/,n,m,m}
1s1iksal bir yerel tabani icin hareketli ¢at1 yakla-
stimma esdeger olan Newman-Penrose (NP)
formalizminde (Newman ve Penrose, 1962)
herhangi bir metrik i¢in Ricci tensoriiniin matri-
si ifade edilecek ve @, #0durumu igin

rankinin 1 olma kosulu bulunacaktir. Daha son-
ra genel bir B tipi warped ¢arpim metrik i¢cin NP
sistemi verilerek, bu sistemde, manifoldun ikin-
ci bileseninin sabit egrilige sahip, R’’e gdmiil-
mis, kompakt, baglantili ve regiiler olmasi du-
rumunda uzay-zamanin kiiresel simetrik, Ricci
tensoriliniin rankinin 1 olmasi ve Enerji momen-
tum tensoriinlin tekil olmamasi durumunda fi-
ziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler alan olmasi
gerektigi gosterilecektir. Genel warped carpim
metrikten, kiiresel simetrik metrige gegilerek,
NP biiyiikliikleri hesaplanacak ve Einstein alan
denklemleri, Ricci tensorii i¢in rank 1 kosulu
kullanilarak {igiincli boliimden bagimsiz olarak
elde edilecektir.

Ikinci olarak, (3+1) boyutta Einstein alan denk-
lemleri, kiiresel simetrik metrige kiitlesiz skaler
alanin kuple edilmesiyle calisilacaktir. Bu du-

rum  i¢cin  baglangig  deger  problemi
Christodoulou tarafindan ele alinmis ve analitik
olarak  ¢Oziimiin  varligi  ispat  edilmis

(Christodoulou,1986a,1986b), ayni problemin
niimerik incelemesi ise *“esik davranisinin" kes-
fine yol agmistir (Choptuik, 1993). Bu konuyla
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ilgili olduk¢a genis bir literatlir 6zeti Gundlach
(Gundlach, 2003) tarafindan yapilmistir. Bu ¢a-
lismada, yukaridaki problem i¢in alan denklem-
leri, efektif olarak ikinci dereceden kismi tiirevli
bir diferansiyel denklem sistemine indirgenecek
ve statik ¢Ozlimler aranacaktir. Statik duruma
"pozitif'  ve  "negatif"  dallar  olarak
adlandiracagimiz iki durumda gegcilecek, ilk du-
rum i¢in analitik ¢6ziim verilecek, her iki durum
icin de faz diizlemi analizi ile global ¢ekim nok-
talar1 belirlenecektir.

Pozitif dal olarak adlandiracagimiz durum, as-
linda 1948 yilinda Fisher (Fisher,1948) tarafin-
dan elde edilmistir. Daha sonraki yillarda bu
¢Oziim defalarca yeniden kesfedilmistir. Bunlar-
dan en 6nemlisi Janis-Newman ve Winicour ta-
rafindan bulunan ¢o6ziimdiir (Janis ve digerleri,
1968). Yakin bir zamanda ise, bu ¢oziim yeni-
den NP formalizmi kullanilarak elde edilmistir
(Zecca, 2006).

Bizim negatif dal olarak adlandiracagimiz ikinci
cesit statik durum ise, yalnizca pertiirbatif ola-
rak calisilmistir (Wyman,1981). Bu nedenle,
negatif dal i¢in faz diizleminde egrilerin davra-
niglarini belirleyerek elde ettigimiz ¢oziim, lite-
ratiirde yenidir.

Ricci tensorii icin rank 1 olma kosulu
Kotanjant demeti i¢in yerel tabanlar {/,n, m,m}
olmak {iizere Ricci tensorii ve izsiz Ricci tensorii

bilesenleri arasindaki iligkiler agagida verilmistir
(Stephani vd., 2003):

1
Sab :Rab _ZRgab’
1 aib = 1 a_ b =
D, :ERabll =D, D, :ERabl m =0,

1 . —
02 :ERhm m’ =D,,,

a

(0))
1 a_b a—b =
D, :ZRab(l n+m‘m)=0,,
1 a_ b = 1 a_b =
D, :ERabn m =0,, 0, :ERabn n=0,,

Bu durumda, Ricci tensoriiniin matris gosterimi



D. Daghan, A. H. Bilge

_(®11 - 3A) _(DOO QID ®Dl
b _®Z’ _(®11 - 3A) ®21 ®12
R =2 )
’ _(DIZ _q)()l ((DII + 3A) q)OZ
_(DEI _(DH! (DZU (‘I)ll + 3A)

seklindedir. rank(R’)=1 ise, sadece bir tane

lineer bagimsiz siitun var demektir. Bu durumda,
herhangi bir siitun ya tamamen sifir ya da bu sii-
tunun kati olmak zorundadir. Biz burada genel
durumu ihmal edip, yalnizca @, =0 ile ilgile-

necegiz. @, #0 ise 2. siitun sifirdan farklidir ve

diger tiim siitunlar 2. siitunun katidir. Ayar donii-
stimleri kullanilarak @, =0 yapilabilir. Bu du-

rumda, 2. siitun;

_cDoo
—(®,, -3A)
0
0

seklinde olup, rank(R?)=1 ise,
®,=0,®, +3A=0, D, =0 (1)
elde edilir. Ayrica,

{—(Cbn —3A)

_q)oo }
-0 22 _(CDII - 3A)

matrisinin determinantinin da sifir olmasi gere-
kir. Bu ise

(D), _3A)2 — 0y, P, =0 (2)
sartini verir.
B Tipi Warped carpim metrik i¢in, Ricci

tensoriiniiniin rank-1 olma kosulu
M, Lorentz manifoldu tizerindeki B tipi warped

carpim metrigi, (u, v, x, y) yerel koordinatlarinda,

;= a,u,v),G=Gu,v), f = f(x,), gx,y)

olmak tizere,
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ds* = —2[611“3"1“2 +(aa, +aya; )dvz]

+2G7[ frdx’ + g'dy’ | 3)
seklinde verilmis olsun. (3) metrigi i¢in NP bii-
yiikliikleri kapali formda asagidaki sekilde elde
edilir:

k=v=r=r=A=0=0, (4.a)
H=u, p=p,E=¢&,a+ =0, (4.0)
Y, =¥ =¥,=¥,=0, (4.0)
Dy =Dy, =D, =0, (4.d)
VY, +2A=Du—pu+2eu, (5.a)
O, =Dp-p’ +2ep, (5.b)
®,, =—Au—pu* =2y, (5.0)
®,, +3A =Du+da—5f—2up+2su

—ad - pf+2ap, (5.d)
D, -3A=Ap+Dy—-As-2yp+4sy (S.e)

Bu biiytikliiklerin agik ifadesini yazmak miimkiin-
se de verdigimiz kapali form daha kullanish ola-
caktir. Bu kosullar kullanilarak tutarli oldugu gos-
terilebilen NP sistemi asagidaki sekilde yazilir:

Dp=p’ +2ep+ Dy, Ap=—pu+2yp—"¥,-2A,
Du= pu—2eu+¥, +2A, A=~ =2pu—@,,,
Dy =Ae—4ey+¥,+D,, —A,

da = oo+ pup—4a’ =V, + @, +A,

Da = pa, A\a=—-ua, op=0, ou=0, oy =0,
AD, =—D(D,, +3A) +(4y —2u)D,, +4p(1)“,
D®,, =—A(D,, +3A) + (2 p—4e)D,, 41D,
Do(®,,+3A) =3p0(®,, +3A), &,, =0,
AO(®,, +3A) =-3uo(D,, +3A), 8, =0,
o(W,+2A)=0, 6(d,,—3A)=0

Herhangi bir B tipi warped carpim metrik i¢in,
Ricci tensOriiniin - bazi1  bilesenlerinin  sifir
oldugunu kullanirsak, Ricci tensoriiniin rankinin
1 olmast i¢in agagida (6) ile verilen sarta ulasiriz:

@, +3A =0, (D, ~3A) - D, =0. (6)
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Yukaridaki ¢ikarimlar genel bir B tipi sarmal
¢arpim i¢in elde edilmistic. M =M, x_, M, sek-
linde (3) metrigiyle verilmis B tipi warped car-
pim bir manifold olsun. Teorem 2 (Haddow ve
Carot 1996) geregi M,, 6(®,, +3A)=0 kosulu
altinda, sabit egrilige sahiptir. Ayrica, M,, R’’e
gomiilmiis, kompakt baglantili ve regiiler ise
kiiredir (Do Carmo 1976). Dolayisiyla (M, g)

kiiresel simetriye sahiptir. Calismamizin bundan
sonraki bolimiinde dogrudan, kiiresel simetrik
metriklerle ilgilenecegiz.

Kiiresel simetrik metrik

Burada, kiiresel simetrik metrikler icin NP sis-
temini yazip, skaler alan denklemini bu sistem-
den, Ricci tensoriiniin rankinin 1 olmasi ve
Enerji momentum tensoriiniin tekil olmamasi
durumunda fiziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler
alan olmas1 gerektigini gosterecegiz. Genel
warped ¢arpim metrik i¢in verilen Ricci tensorii
matrisinden, Enerji momentum tensoriiniin tekil
olmamasi i¢in @ D,, #0 sart1 elde edilir. Ge-

nel B tipi metrik i¢in verilen NP sisteminde
®,, =-3A almarak kiiresel simetrik bir metrik

icin agagidaki sistem elde edilir:

Dp=p’ +2ep+®,, Ap=—pu+2y0—"¥,-2A,
Du=pu-2eu+¥,+2A, Au=—p" -2yu—o,,,
Dy =Ae—4ey+¥, —4A,

Sa = da+ up —4a’ =¥, —2A,

Da = pa, Aa=—-ua, op=0, ou=0, oy =0,
ADy =4y -2u)D, +400,, (7.a)
DO, =2p—-4e)D,, —4ud,, (7.b)
oDy, =0, 5D,, =0

o(W,+2A)=0, 6(®,, —3A)=0.

Dy, = (D¢)29 D, = (A¢)2

yazarsak (6) ile verilen rank 1 kosulundan;

1
(Dll :ED¢A¢

elde edilir. @, D,,,D,, ifadeleri (7.a,b) denk-
lemlerinde yerlerine yazilirsa,
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AD¢ = (2y — p)D¢p + pAg,
DA =(p—2¢)Ap— uD¢

bulunur. Son iki denklem komiitasyon baginti-
sinda yerlerine yazilirsa sistemin tutarli oldugu
goriiliir. Denklemler taraf tarafa toplanirsa ¢

skaler alani i¢in dalga denklemi

(AD+DA)p =2(y —u)Dp+2(p—-2)A¢p  (8)

seklinde elde edilir. Bu ikinci mertebeden denk-
lemin ¢oziimiinde tek degiskene bagl iki keyfi
fonksiyon oldugu icin, (7.a,b) denklemlerinin
genel ¢oziimii (8) denkleminin ¢éziimii cinsin-
den ifade edilebilir.

(3+1) boyutlu M Lorentz manifoldunda
b=>b(t,r), a=a(t,r) olmak iizere yerel koordi-
natlarda kiiresel simetrik metrik

ds> =-b*dt* +a’dr’ + r’de’ +r’sin’ pd@*> (9)
seklindedir. Bu ise, genel bir sarmal ¢arpimda,

u=t,v=r,y=0,x=0,
1 1 1 1

a=—7b,a,=—a,a,=—b,a,=——a,
1 \/5 2 \/5 3 \/5 4 \/5
r
G=—, f=sing, g=1
N f P, &

secimine karsi gelmektedir. (9) ile verilen kiire-
sel simetrik metrik i¢in kullanacagimiz gerekli
NP biiytikliikleri su sekildedir:

1 a b
Y., +2A = L L, 10.a
g ZaZI[a b} ( )
1 a a. b
(OIS —2—Lt4+-L+-L], 10.6
% 2a2r{ a a b} (108)
1 a a
o 2L+ L 4L,
- 2a2r{ a a b}
1 a b 1 1
O +3A= L -——Ll+—1-—1|, (10.c
! 2a2r{a b} 2 2{ az} (10)
CI)“—3A 12 {b_r_ar}'i' lzbl_%ﬂ
ar| b a 2a° b 2b° a
1 a b 1 a b
—t L LI 10.d
26> a b 2d° a b ( )
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Yukaridaki (10.a,b) denklemlerinde (6) ile veri-
len Ricci tensdriiniin rankinin 1 olmasi kosulu;

-1
b=ary, r=e’, azz[l—z—m} ,m=ru (11)
r

degisken degisimleri
®,, +3A =0Osartindan;

yapilarak kullanilirsa,

(12.a)

denklemi, (®,, —3A)* —®,,®,, =0 sartindan da,

1Ny 2 )7
M+ 1~ —(—] + [(M + ), +240) = (—)2}
y\y/J, 1-2u y

rz\/(ux R e L (12.0)

Y

denklemi elde edilir. Bu sistem, bir sonraki
kismda standart olarak alan denklemleri kullani-
larak yeniden elde edilecektir.

(3+1) Boyutta skaler alanin kuple

edilmesiyle elde edilen tam ¢6ziimler

Bu kisimda, (3+1) boyutta Einstein alan denk-
lemleri, kiiresel simetrik metrige kiitlesiz skaler
alanin kuple edilmesiyle ¢alisacagiz. Baslangic-
ta’'over determined" olan orjinal sistemden,
normal bir sisteme, doniigiimleri Choptuik
(Choptuik, 1993) gibi kullanilarak gececegiz.
Zamandan bagimsiz duruma skaler alanin ¢, =0

veya ¢, =0 olmasi durumunda gegecegiz ve sira-

styla pozitif ve negatif dal olarak adlandiracagiz.
Pozitif dal i¢in hem tam ¢oziim verilecek hem de
1 =0 asikar ¢oziimiiniin genel bir ¢ekim noktasi
oldugu kanitlanacaktir. Negatif dal olarak adlan-
dirdigimiz statik durum, dinamik bir sistem olarak
incelenecek ve (1/4,0) noktasimin bolgesinde ge-
nel bir ¢ekim noktas1 oldugu ispat edilecektir.

Einstein alan denklemleri
M, (3+1) boyutlu Lorentz

x*=(t,r,p,0) lokal
M manifoldu tizerindeki kiiresel simetrik metrik

manifoldu,

koordinatlar  olsun.
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a=al(tr), a=a(t,r) olmak iizere,
ds’ =—a’dt’ +a’dr’ +r’de’ +r’sin’ pd6> (13)
tySt<ow, O0<r<ow, O<p<rz, 0<0<27

ile verilir (Choptuik, 1993). Einstein alan denk-
lemi

1
R, _Eg”VR =«T,,

seklindedir (Wald, 1984). Kiitlesiz skaler alan
icin enerji momentum tensori

T, =0,00,8-38,,0,59

seklinde olur ve skaler alan ¢ asagidaki dalga
denklemini saglar.

g"v,V,=(-g)"0,[(-g)"?g"0,4]=0

Burada, det‘ g W‘ = g olarak tanimlanir (Birrel ve

Davies, 1982). Gravitasyonel sabit x =8z olarak
alinip Einstein alan denklemleri hesaplanirsa,

Y —anrgg, (14.a)
a
_ 2
e 4 =, (14.6)
a a r
& & =47Z'I”|:¢r2 +(£)2¢t2} (14.0)
(04 a (04
a, a LL[&_&} (% {Lﬁ&}
(04 a a ri o a a a a o
—4n(2Y 82 +4mp” =0, (14.d)
a
a 1 a
[(—)24 =—2{r2(—)¢r} (14.¢)
a a |,

elde edilir. (14.d) ve (14.e) denklemleri 6zdes
olup sistem tutarlidir. Dolayisiyla, (14.a-c,e) den
meydana gelen denklem takimiyla ¢aligmak ye-
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terlidir. Bu dort denklem, a,a ve ¢ icin “over
determined” sistem olup genel ¢Oziim iginde
serbestlik derecesi, tek degiskenli li¢ keyfi fonk-
siyon olarak goriintir.

Literatiirde, esik davranis1 (threshold behavior)
(14.b,c,e)'den olusan sistemde ¢ iizerine verilen
cesitli baslangic kosullar i¢in ¢alisilmistir. Biz
burada literatiirden farkli olarak Harrison
(Harrison, 2004) gibi (14.a) denklemini de kul-
lanacagiz. Once, a(t,r) yerine m(t,r) fonksi-
yonu tanimlayip, daha sonra da logaritmik ko-
ordinatlara gecerek over determined olmayan
normal bir sistem elde edecegiz. Bunun i¢in,

-1
a2:{1_2_m} ,s:lnr,gzry,mzr,u (15)
r a

degisken doniisiimleri yukaridaki denklemlerde

kullanilirsa, alan  denklemleri  logaritmik
koordinatlarda;

A S (16.q)
y 1-24

LMY oy 8 (16.b)
2r1-2u %

2

Latu_ gy 9 (16.)
27 1-2pu b%

H =254, +[34,], (16.d)

t

seklinde yazilir. Burada, x4 +u ve g, /y igin
su sartlar verilir.

ﬂs+ﬂ>
1-2u

0’L(ﬂﬁu)i(ﬂ,/y):[ﬂiﬁ}zo_
2r 1-2u Y

Alan denklemlerinin indirgenmesi ve statik
ozel ¢coziimler

4 ve y i¢in ikinci dereceden bir sisteme gecisi,
alan denklemlerini indirgeyerek yapacagiz. Bu-
nun i¢in, (16.a-d) denklem sisteminden ¢'yi
elimine edecegiz ve u ve y i¢in efektif olarak

zamana gore ikinci dereceden bir sistem elde
edecegiz. Bunun i¢in asagidaki dnermeyi ispat-
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s1z olarak verelim. Onermenin ispat1 diiz, fakat
olduk¢a uzun, karmasik hesaba dayanmaktadir.

Onerme 1. (16.a-d) sistemi, ¢ —(¢,/y)* 20

icin asagida verilen efektif olarak zamana gore
ikinci dereceden sisteme indirgenir.

1
Loy : (17.a)
y 1-2u

L( U,
H ——(—j + {(ﬂs + ), +20) = () }

y\y /), 1-2u y

2 lul 2
i2£\/(,ux +u) () =0 (17.b)
y

Burada, ¢ = sqn(1-2u) olarak tanimlanmustir.

Bundan sonra, #, + ¢ >0 oldugunu kabul ede-

cegiz, bu ise (17.b) denkleminde & =1 secilmesi
anlamina gelir.

Bu kisimda, biitiin dikkatimizi zamandan bagim-
s1z (statik) 6zel ¢oziimlere verecegiz. Bunun igin,
(17.b) denkleminde g, =0 alalim. Buise, ¢, =0
veya @, =0 olmasmi gerektirir. Bu durumda alan

denklemleri, pozitif ve negatif dallar i¢in agagida-
ki sekilde yazilirlar:

I. 4, =0 (Pozitif dal)

R S (18.a)
y 1-2p
My + g + (g + p)(p, +2p)

1-2u
+2(u,+ 1) =0, (18.)
8’ _lu+u (18.0)

27 1-2u
II. ¢, = 0 (Negatif dal)
Yoo g L (19.a)
y 1-2u
2

My + H + (, + 1), +20)

1-2u
—2(u, + 1) =0, (19.0)

2

4 _Lutu (19.¢)
Y 2m1-2u
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v, ve u, keyfi integrasyon sabitleri olmak iizere,

pozitif ve negatif dal i¢in statik 6zel ¢oziimler
asagida verilmistir.

1. =0, pozitif ve negatif dal i¢in bir tam ¢o-
ziim olup, ¢, =¢ =0durumudur. Burada yay

elemani su sekildedir.

ds* =—y *dt’ +dr’ +r’de’ + 1’ sin’ pd 9’

2. u=1/4 negatif dal igin bir ¢dziim olup,
5=0 ve &

ve = durumuna karsilik gelir.
Yay eleman ise su sekilde yazilir:

2
N
ds® =2y 'ridt’ + 2dr’ + r’de’ + r’ sin’ pd 0’

3. pu +un=0, pozitif ve negatif dal i¢in ortak
Yo

cozimdiir. y=pe’ ve y= ,u|1—2,u| olarak

elde edilir. Bu ise ¢ok iyi bilinen Schwarzschild
¢Ozlimii olup, yay eleman;

-1
ds* =—y,? {1—%} dt? +{1—2ﬁ} dr?

r r
+r2d@* +r? sin? pd 6°

seklindedir.

4. p +2u=0 pozitif dal i¢in dzel ¢oziimdiir.

o 1/2 1/2
u=ue> ve y=y, ,u/,uo‘ [1-24| " olup,
yay elemani asagidaki sekildedir.

-1
ds? =—y,2di* + {1 _2/;0} dr? +r*dp?* +r? sin? pd 6?
r

Pozitif dal icin tam ¢oziim

Bu kisimda oOnce, pozitif dal i¢in tam ¢Oziimii
verip daha sonra faz uzayi analizinden g =0
asikar c¢oOziimiiniin genel bir ¢ekim noktasi
oldugunu ispatlayacagiz. Simdi, pozitif dal i¢in
(18.a-c) ile verilen denklem takimimni ¢ =y

i¢cin yeniden yazalim.
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R S (20.q)
y 1-2u

p,=—p+2x(1-20)p°, (20.5)
vo_ 1 (20.¢)
v 1-2u

Burada, (20.a-c) adi diferansiyel denklem siste-
mi i¢in tam ¢O0zimii veren asagidaki Onermeyi
verelim:

Onerme 2. y,, 7, ve C integrasyon sabitleri

olmak iizere, (20. a-c) adi diferansiyel denklem
sisteminin ¢oziimii,

_ 4r
H= 2 s _i _L ’ (2161)
v 4 v 4y
yl:|,,,||.,,_p|31 v +q” (21.b)
lewl_llw—plc‘ v +q|” (21.0)
seklinde yazilir. Burada, y =4, r=e"dir
Ayrica,

» =i(c+\/c2 +167) :i(1+l),
8 &7 o

= (e +16m) =< (c14 Dy,
87 87 o
B, =—(1-5), B, =—(1+5),

1 1
C,=—(1-5),C,=—(1+65
| 2( ) G, 2( )

olmak tizere, & = olarak verilir.

c
Jet +16x

Ispat. u=(1-2u)y olsun. u’nun w'ye gore
tiirevi alinip, (20. b, c¢) denklemleri kullanilirsa,
asagidaki degiskenlerine ayrilabilen denkleme
ulasilir:

A =u’(4n +L2)
dy Y
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Bu denklemin ¢6ziimii, ckeyfi bir integrasyon
sabiti olmak tizere,

_ Y
U=r———-—
I+cy —4ny

seklinde elde edilir. #'nun tanimindan da 4,
w 'nin bir fonksiyonu olarak (21. a) da verilen
y =—q disey
asimtotlar olup, p ve ¢ degerleri 6nermenin
ifadesinde verildigi sekildedir. y min ¢oziimi
icin, (20.a) ve (20.c) denklemleri kullanilirsa,
A=1 ve Onermenin ifadesinde verilen B, ve

sekliyle elde edilir. w=p ve

B, i¢in asagidaki denklem yazilabilir.

, C 1

ﬂ:d_'//(l_4ﬂ):d_'// ‘Cm ‘1‘77
y 2_ 5 =
v 47[1// 4

=dz/{£+ B + B, }
v y-p w+q

Bu ifade integre edilirse y ifadesinin (21.b) de
verilen sekline ulasilir. Son olarak, g degeri,
(20. ¢) de yerine yazilirsa

4 C
=dl/{—+ ]
v oy-p

C
2 }zds
v+q

elde edilir. Burada, 4=~-1, C, ve C, degerleri

ise Onermenin ifadesinde verildigi gibidir. Bu
son ifade integre edilirse, gerekli diizenlemeden
sonra (21. ¢) denklemine ulaslir.

+

Simdi u = v alarak, pozitif dal i¢in (18.b) ile
verilen ikinci derecen denklemi dinamik bir sis-
tem olarak asagida yeniden yazalim.

V. —3v-2u-
’ 1-2u
Bu sistemin tek kritik noktasi (0,0) olup, bu

noktada sistem lineerlestirilirse,

14
(22)

(V+3uv+2u%)
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seklinde elde edilir. (23) lineer sistemi igin 0z
degerler —2 ve —1 olarak bulunur. -2 ve —1 6z
degerlerine karsilik gelen 6z vektorler sirasiyla,
(1,-2) ve (I,-1)’dir. g, + =0 ve u +2u=0
tam coziimler, (0,0) kritik noktas1 bir digiim
noktasidir. Simdi, # +u4>0 ve p<1/2 tara-
findan siirlanan yarim diizlemde, (0,0) nokta-

sinin genel bir ¢ekim noktasi oldugunu agagida-
ki teoremle ispat edelim.

Teorem 1. D, u+v>0,u<l/2 tarafindan
siirlanmig bélge ve (,u(s), V(s)) (22) denkle-

minin (,u(()),v(())) ile D bolgesinde baslayan
(u(9),v(5)),

s € (—oo,) icin yine D bélgesinde kalir ve

¢oziim egrisi olsun.
lim(u(s),v(s)) = (0,0)

olur.

Ispat. (22) denkleminden V', ¢6ziim egrilerinin
hiz vektorii olmak tizere

V=|v,- 2 (V2+§v+,u)
=24 2

seklinde yazilir. 1-2x4 degeri, bolgenin tama-
minda pozitiftir. V 'nin yonli, v, v+u=0
v+2u=0 ve v'+(3/2)v+u=0 ifadelerinin
isaretlerinden belirlenebilir. Bu ise, D bdlgesini
asagida Tablo 1°de verilen dort alt bolgeye ayirir:

Tablo 1. (22) sisteminde integral egrileri

D K5V,

D, v>0, u+v>0,2u+v<0 >0,<0
D, v>0,2u+v>0,u<l1/2 >0,<0
D, v<0, V+@/2v+u>0, u<if2 <0,<0
D, v<0, u+v>0,v +3/2v+us<o, <0,>0

u<1/2
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Simdi, yukaridaki her bir bolge i¢in ¢oziim egri-
lerinin durumlarini inceleyelim.

D, bolgesinde, ¢oziim egrilerinin hiz vektori
dordiincii  kuadrantta bulunur. v+u=0 ve
v+2u=0=0 tam ¢oziimlerdir. Coziimiin tekli-
ginden dolay1, hiz vektorii bu iki dogruyu kese-
mez. Yerel davranisi ¢oziim egrilerinin orijine
gitmesini garantiler. D, bolgesinde, ¢6ziim egri-
lerinin hiz vektorii dordiincli kuadranttadir. Bu
bolgede, ¢oziim egrilerinin bir (x,v) noktasin-
da, 1 =1/2 ¢izgisine carpmayacagini ispat ede-
lim. Bunun i¢in, V' hiz vektoriiniin, (x,v) nok-
tasi ile (I/2,0) noktasindan daha dnce birlese-
cegini ispat etmemiz gerekir. Bunun i¢inde su
esitsizligi ispat etmek yeterlidir.

Hy
14

N

1%
> |—.
‘ (1/2)- ﬂ‘
1-2u ve u,=v'nin bu bolgede pozitiftir. Bu-

v,|(1=24)-2v* >0 yazilir. Bu ifadede

v, degeri yerine yazilirsa,

radan,

3v+2u>0 (24)

elde edilir. v ve u bu bolgede pozitif oldugun-
dan esitsizlik saglanmis olur. Boylece, ¢oziim
egrileri u eksenini u=1/2 ¢izgisine ¢arpma-
dan gecerek ticlincii bolgeye diiserler.

D, bolgesinde, ¢oziim egrisinin hiz vektori
{iglincii kuadrantta bulunur. v +(3/2)v+u =0
egrisine kadar her iki yonde de azalan ¢6ziim
egrilerinin hiz vektorii bu egriyi keserek dor-
diincii bolgeye gecer. D, bolgesinde ise, ¢6ziim
egrilerinin hiz vektorii ikinci kuadranttadir. Co-
zimiin tekliginden, x +p=0 c¢izgisi kesile-
mez ve yerel davranisi orijine gitmesini garan-
ti eder. Sonug olarak, D bolgesinin herhangi
bir yerinden baglayan ¢ozliim egrileri Sekil
1’de de goriilecegi iizere orijine giderler. Bu
ise, orijinin bir ¢ekim noktast oldugunu
gosterir.

Negatif dal icin faz uzay1 analizi
Burada, negatif dal icin faz uzay1 analizinden
1 =1/4 noktasinin genel bir ¢gekim noktas1 ol-
dugunu ispat edecegiz. Bunun igin, (19.b) ile
verilen ikinci dereceden denklemini z, =v i¢in
bir dinamik sistem olarak yazalim.

2u+vx0

0.8r p+y=

0.6

D,

N

0.4f 5
p+HVeH(3/2)V=

0.2

N -

|
o
N
T

|
o
(o2}
T

@)

0 0.5 1

Sekil 1. (22) sisteminde integral egrileri
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1%
H

K

(25) ile verilen dinamik sisteminin kritik nokta-
lart (0,0)ve(1/4,0) dir. (0,0) noktasinda sis-
tem lineerlestirilmesi,

HRENE

ile verilir. (26) lineer sisteminin 6z degerleri —1
ve 2 olup, bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vek-
torler swrasiyla, (1,—1) ve (1,2)’dir. Orijin bir

2
—2u

25
(V+3uv+2u°) (25)

}: v+2,u—1

0 1

- (26)

semer noktast olup, ¢oziim egrileri, v =—xu bo-
yunca orijine yaklasirken, v =24 boyunca ise
orijinden uzaklagir.

Ikinci olarak, (25) sistemi (1/4,0) kritik nokta-
sinda lineerlestirilirse asagidaki sisteme ulasilir.

H U
v |4 2|V
(27) lineer sisteminin 0z degerleri —1+i3

olup, (1/4,0)noktas1 kararli odak noktasidir.
Coziim egrilerinin, (0,0) ve (1/4,0) noktalari-

(27)

nin yakinlarindaki lokal davranislari, ¢oziimle-
rin global davraniglart i¢in oldukca Onemlidir.
Simdi, g, +u>0 veu<1/2 tarafindan sinirla-

nan yarmm diizlemde, (I/4,0)noktasinin genel
bir ¢ekim noktas1 oldugunu ispat edecegiz.

Teorem 2. D, pu+v>0 u<l1/2 tarafindan
siirlanmig bélge ve (,u(s),v(s)) (25) denkle-

minin (/J(O),V(O)) ile D bélgesinde baslayan
(u(s),v(5)),

s € (—oo,0) icin yine D bélgesinde kalir ve

¢coziim egrisi olsun.

lim(za(s),¥(5)) = (1/4,0)

olur.
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Ispat. V', ¢oziim egrilerinin hiz vektdrii olsun.
Bu durumda, V' asagidaki gibi ifade edilebilir.

V:{v,— 2
1

1
v+2u)(v+2u——)|.
_2ﬂ( HV +2u 2%
1-2u degeri, D bolgesinin tamaminda pozitif-
tir. Coziim egrisinin hiz vektorii V' 'nin yonii, v,
v+2u ve v+2u—1/2 ifadelerinin isaretlerin-

den belirlenebilir. Bu ise, D bdlgesini
Tablo 2'de de goriilecegi lizere asagida sinirlari
verilen bes alt bolgeye ayirir.

Tablo 2. (25) sisteminde integral egrileri

D MV
D, v>0, u+v>0,2u+v<0 >0,<0
D, v>0,2u+v>0,1-4u-2v<0 >0,>0
D,  v>0,1-4u-2v>0, u<l/2 >0,<0
D, v<0,1-4u-2v>0, u<l1/2 <0,<0
D v<0,u+v>0,1-4u-2v<0, <0,>0

o

u<l1/2

Simdi, yukarida verilen her bir bolge i¢in ¢o6ziim
egrilerinin durumlarini inceleyelim.

D, boélgesinde, ¢oziim egrilerinin hiz vektori
dordiincii kuadrantta bulunur. v + ¢ =0tam ¢o-
ziimdiir. Coziimiin tekliginden dolay1, hiz vekto-
rlii bu dogruyu kesemez. Dahasi, orijin bir semer
noktas1 olmasindan dolay1r yon olarak orijine
yonelen ¢oziim egrileri, orijine yaklastikca orijin
tarafindan  uzaklastirillacaktir. ~ Dolayisiyla
v+2u =0 ¢izgisini keserek D, bolgesine gege-
cektir. D, bolgesinde, ¢Oziim egrilerinin hiz
vektorii birinci kuadrantta bulunur. Bu bolgede-
ki yonden dolayi, s artarken her bir ¢6ziim egri-
si D, bolgesine geger. D, bolgesinde, ¢dziim
egrilerinin hiz vektorii dordiincii kuadrantta bu-
lunur. Burada, ¢oziim egrilerinin, v+2u=1/2
ve u=1/2 smirlarina ¢arpmadan bir sonraki
bolgeye gegecegini ispat edelim. Oncelikle, ¢o-
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ziim egrisininv+24=1/2 smirina ¢arpmamasi
icin, hiz vektoriiniin egiminin —2 den daha bii-
yiik oldugunu ispat etmemiz gerekecektir. Bu-
nun i¢in de,

(v +2u)(v+2u-1/2) < v(1-2u)

esitsizliginin saglandigin1 gostermek yeterli ola-
caktir. Bolgedeki v+2u=1/2 yanm gizgisi,
w<l1/4 gizgileri esitsizligi saglar. Boylece,
v=0 seviyesinden gelen V hiz vektord,
v+2u=1/2 ¢izgisinden gittikge uzaklagr.
Diger taraftan, (1/4,0) noktasi bir odak noktasi
oldugundan, ¢6ziim egrileri v gittikge sifira
yaklasirken asla bu noktaya c¢arpmazlar ve
boylece wu=1/4 diisey ¢izgisini keserler. Co-
ziim egrilerinin bir (u,v) noktasinda, u>1/4
igin, u=1/2 ¢izgisine carpmayacagini ispat
edelim. Bunun i¢in, V' hiz vektoriiniin, (z,v)
noktast ile (1/2,0) noktasindan daha énce birle-
secegini ispat etmemiz gerekir. Bunun i¢in de su
esitsizligi ispat etmek yeterlidir:

1 T T

Ml
Vv

N

‘ v
1/2)-u

1-2x ve pu, =v'nin bu bolgede pozitifligin-

den,

v,|(1-2)—2v* > 0 yazilir. Bu ifadede v,
degeri yerine yazilirsa, 4uv+ v +2u)(4u—1)
elde edilir. z>1/4 igin bu esitsizlik saglanmig
olur ve ¢dziim egrileri # eksenini g =1/2 giz-
gisine carpmadan gegerek dordiincii bolgeye dii-
serler. D, bolgesinde, ¢oziim egrisinin hiz vekto-
rii tigiincii kuadrantta bulunur. ikinci bolgedekine
benzer bir hareketle, v +2u =1/2 ¢izgisine garpa-
rak D, bolgesine geger. D, bolgesinde ise, ¢0-
ziim egrilerinin hiz vektorii ikinci kuadranttadir.
Coziimiin tekliginden, x+v =0 c¢izgisi kesile-
mez ve yerel davranisi orijine gitmemesini garanti

eder. Ayrica, orijinin bir semer noktasi olmasin-
dan dolay1, ¢oziim egrileri x eksenini keserler.

Tekrar, ¢oziimiin tekliginden, ¢6ziim egrileri
(1/4,0) noktasinda dolamir ki bu nokta zaten ka-

rarli odak noktasidir. Her bir bolge i¢cin ¢6ziim
egrilerinin davraniglart Sekil 2°de gosterilmistir.

osF W

0.6

041

1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2. (25) sisteminde integral egrileri
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